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Anotace
Prace systematicky studuje pojem kompaktnosti v klasicke vyrokove lo-
gice, dale obecne studuje ruzne pojmy kompaktnosti a vztah k ruznym poj-
mum uplnosti v ramci obecne teorie relace dusledku a zabyva se kompak-
tnost v nekterych zakladnch neklasickych logikach { fuzzy a modalnch
vyrokovych logikach.
Abstract
This work systematically studies the concept of compactness in classical
propositional logic as well as various concepts of compactness and their re-
lation to dierent notions of completeness in the framework of the general
theory of consequence relations. It also considers the compactness in various
basic non-classical logics { fuzzy and modal propositional fuzzy logics.
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Uvod
Kompaktnost, veta o uplnosti a neklasicke
logiky
Veta o kompaktnosti patr mezi zakladn vysledky klasicke matematicke
logiky. V podstate rka, ze mnozina formul (teorie) ma model (je splnitelna),
pokud ma model kazda jej konecna podmnozina, alternativn formulac je
tvrzen, ze pokud formule ' semanticky vyplyva z mnoziny formul, pak
vyplyva i z nejake jej konecne podmnoziny.
Veta o kompaktnosti ma celou radu aplikac, zejmena v teorii modelu.
Zasadn je take jej uzka souvislost s vetou o uplnosti: teorie je konzistentn
(nedokazuje spor) prave tehdy, kdyz ma model. Kompaktnost z teto vety
jednoduse plyne, protoze teorie je konzistentn prave tehdy, kdyz je konzis-
tentn kazda jej podteorie (coz je prmy dusledek faktu, ze dukaz je konecna
posloupnost formul). Na druhou stranu lze pomoc kompaktnosti vetu o
uplnosti dokazat z jej slabe verze (ktera rka, ze formule ' je konzistentn
prave tehdy, kdyz ma model).
Neklasicke logiky vznikaj z ruznych motivac jako alternativy nebo rozsre-
n klasicke logiky. Pri jejich studiu hraje kompaktnost dulezitou roli, zejmena
pri zkouman ruznych forem uplnosti techto logik vuci ruznym semantikam.
V teto praci se budeme venovat dvema velkym skupinam neklasickych logik:
fuzzy logikam a modalnm logikam. Fuzzy logiky jsou motivovany zejmena
snahou vyrovnat se s problemem vagnosti prirozeneho jazyka, modaln logiky
byly puvodne motivovany jako logiky pro praci s modalitami nutne a mozna
v prirozenem jazyce, pozdeji se okruh motivac znacne rozrostl.
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Struktura diplomove prace
Prace se omezuje na studium vyrokovych logik. Jednotliva temata jsou po-
jednavana z hlediska semantickeho a syntaktickeho.
Prvn kapitola se pomerne detailne venuje klasicke logice, krome zakladnch
denic jsou ukazany ctyri ruzne prme (tj. bez pouzit vety o uplnosti) dukazy
kompaktnosti. Konkretne jde o
1. dukaz pomoc konstrukce maximaln konzistentn mnoziny, tento dukaz
je prevzat z [15, Sekce 1.2],
2. dukaz pomoc konstrukce stromu s vyuzitm Konigova lemmatu, ktery
je dale zobecnen i pro neklasicke logiky,
3. topologicky dukaz, jde opet o modikaci dukazu z [15, Sekce 1.2], jedna
se o puvodn dukaz kompaktnosti, ktery dal jmeno teto vlastnosti,
4. dukaz pomoc ultraproduktu, jedna se o modikaci bezneho dukazu
kompaktnosti predikatove logiky.
V druhe kapitole je studovana kompaktnost ve velmi obecnem prostred
teorie relac dusledku. Jsou rozliseny dve formy
 nitarita: je-li formule dusledkem teorie, pak je dusledkem i nejake jej
konecne podteorie,
 kompaktnost: je-li kazda podteorie nejake teorie bezesporna, pak je
bezesporna i teorie sama.
Jsou studovany vzajemne vztahy techto pojmu, jejich charakterizace v relacch
dusledku danych syntakticky (pomoc axiomatickych systemu) i semanticky
(pomoc obecneho pojmu semantiky) a jejich vztah k sesti ruznym obecne
denovanym formam vet o uplnosti.
Ve tret kapitole je studovana kompaktnost ve fuzzy logikach, zejmena v
 Lukasiewiczove, Godelove a produktove logice, kde je demonstrovana rozdl-
nost dvou vyse zmnenych forem kompaktnosti (napr. je ukazano, ze logika
dana standardn semantikou  Lukasiewiczovy logiky je kompaktn, ale nen
nitarn). Dale je zobecnen pojem kompaktnosti na kompaktnost zalozenou
na vcehodnotovosti fuzzy logik. V klasicke vyrokove logice je ohodnocen
modelem teorie, pokud dava vsem formulm teto teorie hodnotu 1, ve fuzzy
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logikach jde o pojem K-modelu, ohodnocen, jez dava formulm urcite teorie
hodnoty z predem dane mnoziny K  [0; 1], a pojem K-kompaktnosti na
nem zalozeny.
Ctvrta, zaverecna kapitola, je zamerena na kompaktnost v modalnch
logikach. Je ukazano, ze kompaktnost zavis na zvolene semantice (napr.
zakladn normaln modaln logikaK je kompaktn vzhledem k semantice dane
vsemi kripkovskymi ramci, ale nen kompaktn, pokud se omezme na konecne
ramce). V zaveru je studovana kompaktnost jedne z nejvyznamnejsch modal-
nch logik: logiky dokazatelnosti GL.
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Kapitola 1
Kompaktnost v klasicke
vyrokove logice
V teto casti uvedeme potrebne uvodn denice a tvrzen klasicke vyrokove
logiky potrebne pro formulaci a dukaz kompaktnosti. Veta o kompaktnosti
(respektive jej dve formy) bude nejdrve formulovana jako ciste syntakticke
tvrzen (v casti 1.1), potom zcela nezavisle jako semanticke tvrzen v casti
1.2. V posledn casti teto kapitoly bude vyslovena veta o uplnosti a ukazana
jej souvislost se syntaktickou i semantickou formou vet o uplnosti.
Zacneme denic vyrokove formule. Pokud nen receno jinak, v celem
textu predpokladame nekonecnou spocetnou mnozinu vyrokovych atomu Var
jejz prvky mame ocslovany prirozenymi csly.
Denice 1.1. Mnozina vsech vyrokovych formul (dale jen formul) je nej-
mens mnozina splnujc nasledujc podmnky:
 kazdy vyrokovy atom je formule,
 jestlize ' je formule, pak :' je formule,
 jestlize ' a  jsou formule, pak jejich konjunkce (' ^  ), disjunkce
(' _  ) a implikace ('!  ) jsou formule.
Mnozinu vsech vyrokovych formul budeme znacit Fm.
Poznamka 1.2. Zavorkovan ve formulch nen v logickych textech striktne
dodrzovano. Konvence o moznosti vynechavan vnejsch zavorek a vynechavan
zavorek v souvislosti s konvenc o nejvyss priorite negace a vyss priorite spo-
jek konjunkce a disjunkce pred spojkou implikace budou pouzvany i v tomto
textu.
9
1.1 Kompaktnost v syntaxi
Denice 1.3. Axiomaticky system klasicke vyrokove logiky je tvoren for-
mulemi (axiomy) nektereho z nasledujcch tvaru
(A1) '! ( ! '),
(A2) ('! ( ! ))! (('!  )! ('! )),
(A3) (:'! : )! ((:'!  )! '),
(A4) ' ^  ! ', ' ^  !  ,
(A5) '! ( ! ' ^  ),
(A6) '! ' _  ,  ! ' _  ,
(A7) ('! )! (( ! )! (' _  ! )),
kde ';  ;  jsou libovolne formule vyrokoveho poctu, a odvozovacm pravidlem
modus ponens
(MP) z dvojice formul ' a '!  odvozuje  .
Poznamka 1.4. Uvedena axiomatika klasicke vyrokove logiky samozrejme
nen jedina mozna. Tato je prevzata z knihy V. Svejdara [15].
Denice 1.5. Dukazem z mnoziny formul T (hovorme take o dukazu v
teorii T ) je posloupnost formul '1; : : : ; 'n, kde kazda z formul 'i je prvkem
T nebo vyrokovym axiomem nebo je odvozena z predchazejcch clenu posloup-
nosti 'k, k < i, pomoc odvozovacho pravidla modus ponens.
Denice 1.6. Formule ' je dokazatelna v teorii T , znacme T ` ', jestlize
existuje dukaz '1; : : : ; 'n v T takovy, ze 'n = '. Pokud T = ;, pouzvame
znacen ` ' a takove formuli rkame teorem klasicke vyrokove logiky.
Prklad 1.7. Posloupnost formul
 '! ('! '),
 '! (('! ')! '),
 ('! (('! ')! '))! (('! ('! '))! ('! ')),
 '! '
je dukazem formule '! ' z prazdne mnoziny.
Poznamka 1.8. Zapis T [ f'g zkracujeme T; '.
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Veta 1.9 (Veta o dedukci). Necht' T je mnozina formul a ';  jsou formule.
Pak T; ' `  prave tehdy, kdyz T ` '!  .
Dukaz. Implikace zprava doleva je jednoduchym dusledkem pravidla modus
ponens. Nyn dokazeme opacnou implikaci: Necht'  1; : : : ;  n je dukaz for-
mule  z T; '. Indukc dle i; 1  i  n, ukazeme, ze T ` ' !  i: Kazda
formule  i vyskytujc se v posloupnosti  1; : : : ;  n je bud' axiomem klasicke
vyrokove logiky, nebo je prvkem mnoziny T; ', nebo je z predchozch clenu
posloupnosti odvozena pravidlem modus ponens. Necht' pro j < i tvrzen
plat, rozborem jednotlivych prpadu ukazeme, ze T ` '!  i:
Pokud je  i axiomem nebo prvkem mnoziny T , pak posloupnost formul
 i ! (' !  i),  i, ' !  i (vznikla pouzitm pravidla modus pones na
axiom (A1)  i ! (' !  i) a formuli  i) je dukazem formule ' !  i z
mnoziny T .
Pokud je  i formul ', pak jelikoz ' ! ' je teorem (viz prklad 1.7), je
v T dokazatelna formule '!  i.
Pokud je  i odvozena z predchozch clenu posloupnosti  j,  k, j; k < i
pomoc pravidla modus ponens, je jedna z techto formul tvaru  !  i a
druha . Pro obe plat indukcn predpoklad, z T jsou dokazatelne formule
'! (!  i) a '! . Hledany dukaz dostaneme dvojm pouzitm pravidla
modus ponens na instanci axiomu (A2) (' ! ( !  i)) ! ((' ! ) !
('!  i)).
Jelikoz poslednm clenem posloupnosti  1; : : : ;  n je formule  , je dukaz
hotov.
Lemma 1.10. Nasledujc formule jsou teoremy klasicke vyrokove logiky:
 (:'! ')! ',
 :'! ('!  ).
Dukaz. Nasledujc posloupnost je dukazem formule (:'! ')! ' z prazdne
mnoziny predpokladu:
 :'! :',
 (:'! :')! ((:'! ')! '),
 (:'! ')! '.
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Nasledujc posloupnost je dukazem formule  z mnoziny predpokladu ',
:':
 (: ! :')! ((: ! ')!  ),
 :'! (: ! :'),
 '! (: ! '),
 : ! :',
 : ! ',
 (: ! ')!  ,
  .
Dukaz dokoncme dvojm uzitm vety o dedukci, z ';:' `  dostaneme
dokazatelnost :'! ('!  ) z prazdne mnoziny predpokladu.
Denice 1.11. Teorie T je sporna, jestlize z T je dokazatelna libovolna
formule. Jinak je T bezesporna (konzistentn).
Nasledujc dve lemmata, ktera davaj do souvislosti pojmy spornosti a
dokazatelnosti, jsou klcova pro dukaz syntakticke vety o kompaktnosti. Prvn
redukuje pojem spornosti na dokazatelnost a druhe naopak.
Lemma 1.12. T je sporna prave tehdy, kdyz T ` ' a zaroven T ` :'.
Dukaz. Implikace) trivialne plyne prmo z denice sporne teorie. Pro dukaz
opacne implikace predpokladejme T ` ' a T ` :'. Dvojm pouzitm pravidla
modus ponens na teorem :' ! (' !  ) dostaneme T `  , kde  je
libovolna formule, coz je denice sporne teorie.
Lemma 1.13. T ` ' prave tehdy, kdyz T;:' je sporna.
Dukaz. Necht' nejprve T ` '. Pak i T;:' ` ', jelikoz dukaz ' v T je dukazem
i v T;:', a zaroven take plat T;:' ` :'. T;:' je tedy dle lemmatu 1.12
sporna.
Predpokladejme nyn, ze mnozina T;:' je sporna, tedy je z n odvoditelna
libovolna formule, tedy i '. Pouzitm vety o dedukci dostavame T ` :'! '.
Pouzitm pravidla modus ponens na teorem (:' ! ') ! ' dostavame
T ` '.
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Veta 1.14 (Syntakticka verze vety o kompaktnosti). Necht' T je teorie,
' vyrokova formule. Pak plat:
1. jestlize T ` ', pak existuje konecna F  T takova, ze F ` '.
2. jestlize kazda konecna F  T je bezesporna, pak T je bezesporna.
Dukaz. 1. Dukaz tohoto bodu trivialne plyne prmo z denice dukazu. V
dukazu formule ' z T , kterym je konecna posloupnost '1; : : : ; 'n, je
pouzit pouze konecny pocet formul.
2. Necht' T je sporna. Tudz pro libovolnou formuli ' plat T ` ' a zaroven
T ` :'. Dle prvnho tvrzen existuj konecne F1; F2  T takove, ze F1 `
' a F2 ` :'. Sjednocen F1 [ F2  T je konecna mnozina dokazujc
obe formule ' a :' a je tedy dle lemmatu 1.12 sporna.
Poznamka 1.15. Bod 2. predchoz vety byl dokazan pomoc preveden na bod
1.(vyuzitm lemmatu 1.12). Ukazeme, ze vyuzitm lemmatu 1.13 lze i platnost
bodu 1. prevest na platnost bodu 2. Tedy, ze body 1. a 2. predchoz vety jsou
ekvivalentn.
Necht' T ` '. Dle lemmatu 1.13 je T;:' sporna, existuje tedy sporna
konecna F  T;:'. Tudz je sporna i teorie F;:' a tedy F ` ' (opet dle
lemmatu 1.13).
1.2 Kompaktnost v semantice
Denice 1.16. Pravdivostnm ohodnocenm (ci ohodnocenm) nazveme kaz-
dou funkci e : Fm! f0; 1g, ktera pro libovolne formule ';  splnuje nasledujc
podmnky:
 e(:') = 1 prave tehdy, kdyz e(') = 0,
 e(' ^  ) = 1 prave tehdy, kdyz e(') = 1 a e( ) = 1,
 e(' _  ) = 1 prave tehdy, kdyz e(') = 1 nebo e( ) = 1,
 e('!  ) = 1 prave tehdy, kdyz e(') = 0 nebo e( ) = 1.
Denice 1.17. Pravdivostn ohodnocen e je modelem teorie T , jestlize pro
kazdou formuli ' 2 T plat, ze e(') = 1.
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Denice 1.18. Formule ' je splnitelna, jestlize existuje ohodnocen e takove,
ze e(') = 1. Teorie T je splnitelna, pokud existuje ohodnocen e takove, ze
je modelem teorie T .
Denice 1.19. Formule ' je tautologie, jestlize pro kazde ohodnocen e je
e(') = 1.
Poznamka 1.20. Je zrejme, ze vysledkem pridan formule k nesplnitelne
teorii je opet nesplnitelna teorie.
Denice 1.21. Formule ' semanticky vyplyva (je semantickym dusledkem)
z mnoziny T , znacme T j= ', jestlize ' je splnena kazdym ohodnocenm,
ktere je modelem T .
Platnost nasledujcho lemmatu je zrejma.
Lemma 1.22. Necht' T je mnozina formul, S  T . Pak pro kazdou formuli
' plat, ze pokud S j= ', pak take T j= '.
Lemma 1.23. Nasledujc body jsou ekvivalentn:
 T nen splnitelna,
 pro libovolnou formuli ' plat T j= ',
 T j= ' a zaroven T j= :'.
Dukaz. Dokazeme postupne tri implikace:
 Necht' T nen splnitelna, pak je kazda formule jejm semantickym dusled-
kem prmo z denice.
 Pokud z T vyplyva libovolna formule, pak samozrejme z T evidentne
vyplyvaj i formule ' a :'.
 Necht' T j= ' a zaroven T j= :'. Predpokladejme, ze T ma model,
oznacme ho e. Pak z T j= ', dostavame e(') = 1 a z T j= :'
dostavame e(:') = 1, tudz e(') = 0 a to je vzajemne ve sporu.
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Vsimneme si analogie mezi syntaktickymi pojmy sporne teorie a dokaza-
telnosti a semantickymi pojmy nesplnitelne teorie a vyplyvan. Prvn ekviva-
lence z predchozho lemmatu rka, ze teorie nen splnitelna prave tehdy, kdyz
z n semanticky vyplyva jakakoliv formule (viz. pojem sporne teorie). Druha
ekvivalence je pak analogi lemmatu 1.12 o prevodu pojmu spornosti teorie
na dokazatelnost urcitych formul. Nyn dokazeme analogii lemmatu 1.13 o
prevodu dokazatelnosti v teorii na spornost urcite teorie.
Lemma 1.24. T j= ' prave tehdy, kdyz T;:' nen splnitelna (nema model).
Dukaz. Obe implikace snadno plynou prmo z denic. Libovolne v, ktere je
modelem teorie T , splnuje formuli ' prave tehdy, kdyz nesplnuje formuli
:'. Teorie T;:' tedy nema model. Pokud ' nevyplyva z teorie T , existuje
e takove, ze je modelem T a nesplnuje ', tedy splnuje :'.
Veta 1.25 (Semanticka verze vety o kompaktnosti). Necht' T je teorie,
' formule. Pak:
1. pokud kazda konecna mnozina F  T ma model, pak T ma model.
2. pokud T j= ', pak existuje konecna F  T takova, ze F j= '.
Dukaz. Analogicky poznamce 1.15 nejprve ukazeme ekvivalenci obou tvrzen:
Jako prvn ukazeme implikaci 1. ) 2. Necht' T j= '. Dle lemmatu 1.24
je podmnka T j= ' ekvivalentn s neexistenc modelu mnoziny T;:'. Dle
prvnho tvrzen pak existuje konecna podmnozina F  T;:', ktera nema
model. Tudz samozrejme ani mnozina F;:' nema model, coz opet dle lem-
matu 1.24 znamena, ze F j= '.
Dale ukazeme opacnou implikaci 2.) 1. Necht' teorie T nema model. Dle
bodu 3. lemmatu 1.23 plat T j= ' a T j= :'. Z predpokladu 2. existuj
konecne F1; F2  T takove, ze F1 j= ' a F2 j= :'. Tudz dle lemmatu 1.22
plat F1 [ F2 j= ' a F1 [ F2 j= :' a proto je F1 [ F2 hledanou konecnou
nesplnitelnou mnozinou (opet viz. lemma 1.23).
Nyn uvedeme 4 ruzne dukazy bodu 1 a tedy semanticke verze vety o
kompaktnosti. V prvnch dvou prpadech budeme predpokladat, ze mnozina
vyrokovych promennych Var je spocetna. Druhe dva dukazy funguj bez
ohledu na mohutnost mnoziny Var.
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Dukaz 1 (pomoc konstrukce maximaln konzistentn mnoziny, tento dukaz
je prevzat z [15, Sekce 1.2])
Protoze predpokladame nejvyse spocetne mnoho promennych, je mnozina
vsech vyrokovych formul spocetna a jej prvky lze indexovat prirozenymi
csly. Necht' T je teorie takova, ze kazda konecna F  T ma model. Denu-
jeme posloupnost mnozin formul fSi j i 2 Ng, kde kazda konecna podmnozi-
na kazde mnoziny Si ma model:
S0 = T
Si+1 =
8><>:
Si [ f'ig pokud vsechny konecne podmnoziny Si [ f'ig
maj model
Si [ f:'ig jinak
a denujeme mnozinu S:
S =
[
i2N
Si
Nyn indukc dle i overme, ze vsechny konecne podmnoziny takto de-
novane mnoziny Si maj modely. Pro konecne podmnoziny T tuto vlastnost
predpokladame. Overme, ze vsechny konecne podmnoziny alespon jedne z
teori Si[f'g, Si[f:'g maj model: Necht' F1; F2 jsou konecne podmnoziny
Si takove, ze F1; ' ani F2;:' nemaj model. Z indukcnho predpokladu ma
mnozina F1 [ F2 model (protoze F1 [ F2  Si), oznacme jej e. Plat bud'
e(') = 1 nebo e(') = 0. A proto je e bud' modelem F1; ' nebo modelem
F2;:', coz je ve sporu s nasm predpokladem.
Protoze kazda konecna podmnozina F  S je konecnou podmnozinou
nektere z Si, ma tedy model. Zdurazneme, ze jsme v kazdem kroku pridali
prave jednu z formul ';:'.
Nyn nadenujeme pravdivostn ohodnocen e, o kterem ukazeme, ze je
modelem cele S, tudz i hledanym modelem T :
e(') =
(
1 pokud ' 2 S
0 jinak
Dokazeme, ze takto denovane e je skutecne ohodnocenm:
 ' 2 S prave tehdy, kdyz :' 62 S. Pokud by obe formule ';:' byly
prvkem S, byla by prvkem S (a tudz i nektereho Si) i nesplnitelna
16
mnozina f';:'g. Je zrejme, ze jako clen posloupnosti formul se do
nejakeho Si a tudz i do S prave jedna z formul dostala.
 ' !  2 S prave tehdy, kdyz ' 62 S nebo  2 S. Kdyby ' !  2 S,
' 2 S a  62 S, byla by dle prvnho bodu prvkem S i formule : a
mnozina f'!  ; ';: g by byla konecnou nesplnitelnou podmnozinou
S. Kdyby ' !  62 S a ' 62 S nebo ' !  62 S a  2 S , dostali by-
chom stejnou uvahou nesplnitelne mnoziny f:('!  );:'g, respektive
f:('!  );  g.
 ' _  2 S prave tehdy, kdyz ' 2 S nebo  2 S. Kdyby ' _  2 S,
' 62 S a  62 S, byly by dle bodu jedna i obe formule :';: prvkem S a
mnozina f'_ ;:';: g by byla konecnou nesplnitelnou podmnozinou
S. Kdyby naopak ' 2 S a ' _  62 S nebo  2 S a ' _  62 S,
dostali bychom analogickou uvahou nesplnitelne mnoziny f';:('_ )g,
respektive f ;:(' _  )g.
 ' ^  2 S prave tehdy, kdyz ' 2 S a  2 S. Kdyby ' ^  2 S a
' 62 S nebo  62 S, byla by dle prvnho bodu :' 2 S respektive
: 2 S a mnozina f'^ ;:'g respektive f'^ ;: g by byla konecnou
nesplnitelnou podmnozinou S. Pokud by obe formule ' i  byly prvkem
S a formule ' ^  v S nebyla, dostali bychom pouzitm tvrzen jedna
opet nesplnitelnou mnozinu f';  ;:(' ^  )g.
Tmto bylo ukazano, ze e splnuje podmnky pro pravdivostn ohodnocen, je
tudz modelem S a tudz i hledanym modelem T .
Dukaz 2 (pomoc konstrukce stromu a Konigova lemmatu, tento dukaz je
inspirovan dukazem lemmatu 3.44)
Necht' T je mnozina formul, Var(T ) mnozina promennych vyskytujcch
se ve formulch z T . Kdyby Var(T ) byla konecna, existoval by pouze konecny
pocet ekvivalentnch formul, predpokladejme tedy, ze je mnozina Var(T )
nekonecna spocetna a je indexovana prirozenymi csly pocnaje jednickou.
Dale denujme podmnoziny T nasledovne: T0 = ; a Ti = f' 2 T j Var(') 
fx1; : : : ; xigg. Ocividne Ti  Ti+1 a T =
S
i2N
Ti. Nyn zkonstruujeme uplny
binarn strom S s nasledujcmi vlastnostmi:
 korenu je prirazena prazdna mnozina, ostatnm vrcholum je prirazena
hodnota 0 nebo 1,
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 naslednci kazdeho vrcholu na i-te hladine maj po rade zleva doprava
hodnoty 0 a 1.
Vrcholy na i-te hladine budeme chapat jako odpovdajc i-te promenne
z Var(T ). Z toho, jak je strom zkonstruovan a popsan, je zrejme, ze cesta
od korene do vrcholu u na i-te hladine odpovda castecnemu ohodnocen
promennych x1; : : : ; xi. Kazdemu ohodnocen, ktere promennym x1; : : : ; xi
prirazuje hodnoty dane cestou od korene do vrcholu u vcetne a ostatnm
promennym libovolne, budeme rkat ohodnocen respektujc vrchol u.
Nyn postupne zkonstruujeme podstrom S
0
vyse vytvoreneho uplneho
stromu S tak, ze korenem podstromu bude puvodn koren a pro libovolny vr-
chol bude platit nasledujc: Necht' vrchol u je na ceste od korenu naslednkem
vrcholu v. Vrchol u bude vrcholem podstromu S
0
, pokud existuje ohodnocen
splnujc mnozinu Ti takove, ze respektuje vrchol u. Pokud zadne ohodno-
cen respektujc vrchol u nesplnuje mnozinu Ti, stane se vrchol v listem a
podstrom s korenem ve vrcholu u urzneme. Vsimneme si, ze pokud vrchol u
je vrcholem podstromu S
0
, pak uz kazde ohodnocen respektujc tento vrchol
vrchol u splnuje mnozinu Ti.
Podle Konigova lemmatu (viz. napr. [12]) ma takovyto strom S
0
bud'
konecnou hloubku nebo v nem existuje nekonecna vetev. Predpokladejme
nejprve, ze S
0
ma konecnou hloubku i. Ukazeme, ze potom konecna mnozina
Ti+1 nen splnitelna. Predpokladejme existenci ohodnocen e, ktere splnuje
Ti+1. Na hladine i+ 1 tedy mus existovat vrchol u, jez e respektuje, a tudz
u mus byt v podstromu S 0, coz je spor.
Nyn predpokladejme, ze ve stromu S
0
existuje nekonecna vetev, necht'
e je ohodnocen dane touto vetv. Je zrejme, ze pro kazde i ohodnocen e
respektuje vrchol na i-te hladine teto vetve a tudz splnuje Ti. Jelikoz T =S
i2N
Ti, dukaz je hotov.
Dukaz 3 (topologicky dukaz, jedna se o modikaci [15, Sekce 1.2], pravde-
podobne se jedna o puvodn dukaz kompaktnosti, ktery dal jmeno teto vlast-
nosti)
Predpokladejme diskretn topologii na mnozine f0; 1g (kazda mnozina
je otevrena i uzavrena) a produktovou topologii na f0; 1gVar, jejz baz je
mnozina , pro kterou plat: (Av)v2Var 2  prave tehdy, kdyz existuje pouze
konecne mnozstv indexu v 2 Var takovych, ze Av 6= f0; 1g (v obecne
denici je navc jeste predpoklad, ze jsou tyto mnoziny otevrene v f0; 1g,
v nasem prpade diskretn topologie je vsak toto trivialne splneno). Prvn
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topologicky prostor je kompaktn (nebot' kazdy konecny diskretn topolog-
icky prostor je kompaktn) a proto je kompaktn i druhy (z Tichonovovy
vety [16, Veta 17.8]). Prvky f0; 1gVar prirozene odpovdaj ohodnocenm: pro
x = (av)v2Var 2 f0; 1gVar denujeme ohodnocen ex(v) = av a pro ohodnocen
e denujeme xe = (e(v))v2Var 2 f0; 1gVar.
Pro kazdou formuli ' denujeme zobrazen V' : f0; 1gVar ! f0; 1g nasle-
dovne: V'(x) = ex('). Ukazeme, ze takto denovane zobrazen je spojite (tj.
ze vzor kazde otevrene mnoziny je otevrena mnozina). Uvazujme mnozinu
V  1' (f1g) = fx 2 f0; 1gVar j ex(') = 1g. Protoze hodnota formule zalez
pouze na konecne mnoha promennych, je tato mnozina prvkem baze . Ana-
logicky muzeme argumentovat pro V  1' (f0g) a jelikoz vzory f0; 1g a prazdne
mnoziny jsou trivialne otevrene, je dukaz spojitosti V' dokoncen.
Jelikoz mnozina f1g je i uzavrena a V' je spojite zobrazen, jej vzor
V  1' (f1g) je uzavrena mnozina v f0; 1gVar. Uvazujme nyn system uzavrenych
mnozin (V  1' (f1g))'2T . Ukazeme, ze tento system je centrovany (kazdy jeho
konecny podsystem ma neprazdny prunik). Necht' je takovy system dan
mnozinou indexu F  T . Pak vme, ze existuje ohodnocen e splnujc F ,
pak jiste xe 2
T
'2F V
 1
' (f1g)). Z kompaktnosti f0; 1gVar vme, ze kazdy cen-
trovany system uzavrenych mnozin ma neprazdny prunik, necht' x je nejaky
prvek tohoto pruniku. Pak jiste ohodnocen ex splnuje teorii T .
Dukaz 4 (pomoc ultraproduktu, jedna se o modikaci bezneho dukazu kom-
paktnosti predikatove logiky)
Necht' X je mnozina vsech konecnych podmnozin mnoziny T , necht' eS je
ohodnocen splnujc mnozinu S 2 X . Pro kazdou formuli ' 2 T denujeme
X' = fS 2 X j ' 2 Sg, tedy mnozinu vsech konecnych mnozin, kterych je
' prvkem. fX' j ' 2 Tg je ocividne centrovany system (ma tzv. nite inter-
section property), tj. kazda jej konecna podmnozina ma neprazdny prunik
(necht' fX' j ' 2 Fg je konecna podmnozina fX' j ' 2 Tg dana konecnou
teori F  T , pak F 2 SfX' j ' 2 Fg). Dle vety o ultraltrech - kazdy cen-
trovany system lze rozsrit do ultraltru - existuje jej rozsren do ultraltru
F . Vezmeme kartezsky soucin A =QS2Xf0; 1g Boolovych algeber f0; 1g, S
oznacme S-tou projekci z A do f0; 1g. Vme, ze A faktorizovano dle ultra-
ltru F je Boolova algebra f0; 1g, oznacme h kanonicky morsmus z A do
f0; 1g.
Ukazeme, ze h((eS('))S2X ) je hledany model teorie T . Pro kazdou formuli
' je h((eS('))S2X ) = 1 prave tehdy, kdyz fS 2 X j eS(')) = 1g 2 F .
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Ocividne plat X' = fS 2 X j ' 2 Sg  fS 2 X j eS(') = 1g a X' 2 F ,
tedy take fS 2 X j eS(') = 1g 2 F a dukaz je hotov.
1.3 Kompaktnost a veta o uplnosti
Veta o uplnosti dava do vztahu syntakticky pojem dokazatelnosti a semanticky
pojem vyplyvan a take syntakticky pojem bezespornosti (konzistence) a
semanticky pojem splnitelnosti. Temto dvema formam uplnosti, ktere budeme
v prst kapitole obecne studovat, budeme rkat deduktivn a modelova uplnost.
Oba pojmy tedy prirozene souvis s dvema druhy kompaktnosti, ktere jsme
videli na syntakticke a semanticke rovine. V dukazu obou forem vety o
uplnosti muze byt vyuzita veta o kompaktnosti, umozn nam totiz prechod
od slabe formy uplnosti (uplnosti pro jednu formuli) k `silne' uplnosti pro
vsechny teorie. Detailnmu studium ruznych forem vety o uplnosti a kom-
paktnosti bude venovana prst kapitola.
Veta 1.26 (Veta o uplnosti). Necht' ' je formule.
 ' je bezesporna prave tehdy, kdyz ' ma model,
 j= ' prave tehdy, kdyz ` '.
Tyto dve formy uplnosti jsou ekvivalentn (obecny dukaz teto ekvivalence
pro velkou trdu logik bude ukazan v prst kapitole) a veta o kompaktnosti
nam umoznuje dokazat jej silnejs formu.
Veta 1.27 (Veta o silne uplnosti). Necht' T je teorie, ' formule. Pak
 T je bezesporna prave tehdy, kdyz T ma model,
 T j= ' prave tehdy, kdyz T ` '.
Dukaz. Nasledujc fakta jsou ekvivalentn:
 T je sporna,
 existuje konecna podmnozina F = f'1; : : : ; 'ng  T , ktera je sporna,
 formule  = Vin 'i je sporna,
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 formule  = Vin 'i nema model,
 existuje konecna podmnozina F = f'1; : : : ; 'ng  T , ktera nema
model,
 T nema model.
Postupne byly pouzity: veta 1.14, vlastnosti spojky ^ (viz. axiomy vyrokove
logiky), veta o uplnosti, semantika spojky ^, a veta 1.25.
Dukaz druheho tvrzen je pak jednoduchou aplikac vet 1.13 a 1.24, dostane-
me postupne ekvivalentn podmnky:
 T ` ',
 T;:' je sporna,
 T;:' nen splnitelna,
 T j= '.
Vetu o silne uplnosti lze dokazat (napr. pouzitm Lindenbaum-Tarskeho
metody) i bez pouzit vety o semanticke kompaktnosti (veta 1.25). Takovy jej
prmy dukaz by nam umoznil dokazat tuto vetu o kompaktnosti (jejz dukaz,
jak jsme videli v predchoz casti teto kapitoly, nen trivialn) jako snadny
dusledek jednoduse dokazatelne vety o syntakticke uplnosti (veta 1.14).
21
Kapitola 2
Kompaktnost a obecny pojem
dusledku
V teto kapitole zobecnme pojmy zavedene v kapitole o klasicke logice, pro-
zkoumame dva pojmy kompaktnosti { syntakticky a semanticky { a budeme
studovat jejich vztah s ruznymi formami vet o uplnosti.
2.1 Relace dusledku: nitarnost vs. kompak-
tnost
Denice 2.1. Vyrokovy jazyk L je dan trojic hVar; C; ri, kde Var je neprazd-
na mnozina vyrokovych promennych, C je neprazdna mnozina vyrokovych
spojek a r je funkce r : C ! N prirazujc kazde vyrokove spojce jej cetnost
(aritu).
Opet predpokladame, pokud nen receno jinak, nekonecnou spocetnou
mnozinu Var. Jazyk pak budeme chapat jako dvojici hC; ri, u jiz znamych
spojek, kde je jejich cetnost zrejma, budeme jazyk zadavat pouze vyctem
spojek.
Prklad 2.2. Jazyk klasicke vyrokove logiky je dan nekonecnou spocetnou
mnozinu Var a mnozinou spojek f:;_;^;!g, kde negace je unarn spojka
(cetnosti 1) a ostatn spojky jsou binarn (cetnosti 2).
Denice 2.3. Necht' je dan vyrokovy jazyk L. Mnozina vyrokovych formul v
jazyce L (znacme FmL) je nejmens mnozina splnujc nasledujc podmnky:
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 kazda promenna z mnoziny Var je vyrokova formule jazyka L
 jestlize c je vyrokova spojka v jazyce L cetnosti n, '1; : : : ; 'n 2 FmL ,
pak c('1; : : : ; 'n) je formule v jazyce L.
Denice 2.4. Necht' je dan jazyk L. L-Substituce je libovolna funkce
 : FmL ! FmL takova, ze komutuje se spojkami jazyka tj. pro kazdou c
spojku jazyka L cetnosti n plat, ze (c('1; : : : ; 'n)) = c(('1); : : : ; ('n)).
V dalsm textu nebude vzdy treba znat strukturu mnoziny formul danou
jejm jazykem a budeme pouzvat symbol For pro libovolnou mnozina ob-
jektu, kterym budeme rkat formule. Pro zbytek teto kapitoly tedy zaxujme
mnozinu formul For. Rekneme, ze mnozina formul je strukturovana, pokud
For = FmL pro nejaky vyrokovy jazyk L.
Denice 2.5. Konsekuce formul je dvojice hT; 'i, kde T  For; ' 2 For.
Mnozinu vsech konsekuc budeme znacit CON .
Termn konsekuce pochaz z prace [1] a je zde pouzit z duvodu neutrality,
dals prpadne pouzitelne pojmy (jako napr. sekvent nebo pravidlo) maj i
jine koniktn vyznamy.
Msto hT; 'i budeme psat T B '. Necht' L je podmnozina mnoziny
CON = P(For) For. L muzeme take chapat jako relaci mezi mnozinami
formul a formulemi. Msto T B ' 2 L budeme psat T `L ', prpadne pouze
T ` ', pokud je L zrejme z kontextu.
Denice 2.6. Relace dusledku na mnozine formul For je libovolna mnozina
konsekuc L splnujc nasledujc vlastnosti:
 reexivita: ' ` ',
 tranzitivita: jestlize T `  a pro vsechny ' 2 T plat S ` ', pak S `  ,
 monotonie: jestlize T ` ' a T  S, pak S ` '.
Relaci dusledku nazveme nitarn, pokud splnuje nasledujc vlastnost:
 Pokud T ` ', pak existuje konecna T 0  T takova, ze T 0 ` '.
Predpokladejme, ze For je strukturovana mnozina formul. Relaci dusledku
nazveme strukturaln, pokud splnuje nasledujc vlastnost:
 Pokud T ` ', pak [T ] ` (') pro kazdou L-substituci .
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Poznamka 2.7. Relaci dusledku budeme casto nazyvat logikou. Formulm,
pro ktere je `L ', rkame teoremy logiky L. Logika je sporna, pokud L =
CON .
Denice 2.8. Axiomaticky system AS je neprazdna mnozina AS  CON .
Prvkum mnoziny AS, ktere maj tvar ; B ' rkame axiomy, nekdy axiomy
ztotoznujeme prmo s formul '. Prvkum mnoziny AS tvaru T B ', kde
mohutnost mnoziny T je n 2 N, rkame n-arn dedukcn pravidla, ostatn
nazyvame innitarn dedukcn pravidla.
Axiomaticky system AS se nazyva nitarn, pokud nema zadna innitarn
dedukcn pravidla.
Pokud je For strukturovana mnozina formul, je axiomaticky system ob-
vykle uzavren na vsechny prslusne substituce (tj. zadan pomoc schemat
axiomu a pravidel), jak jsme videli v minule kapitole u klasicke vyrokove
logiky. Nasleduje denice dukazu, dukaz je zde denovan sloziteji pomoc
stromove struktury. Tu vsak lze v klasicke logice prevest na posloupnost.
Tato obecnejs formulace nam umozn pracovat i s innitarnmi pravidly a
podat charakterizaci nitarnch logik, coz lze chapat jako jednu z forem vety
o kompaktnosti.
Denice 2.9. Necht' je AS axiomaticky system. Dukaz formule ' z mnoziny
formul T je ohodnoceny orientovany strom takovy, ze:
 ve stromu neexistuje nekonecna vetev,
 orientace sipek je od listu smerem ke korenu,
 koren je ohodnocen formul ', listy jsou ohodnoceny bud' axiomy z AS
nebo formulemi z T ,
 pokud je uzel ohodnocen  a S je mnozina ohodnocen jeho predchudcu,
pak S B  2 AS.
Existenci dukazu ' z mnoziny T zapisujeme T `AS '.
Usporadan dane dukazovym stromem je dobre, pricemz minimaln prvky
jsou v listech a maximalnm prvkem je koren, dukazy o formulch mohou byt
tudz vedeny indukc podle slozitosti jejich formalnch dukazu.
Lemma 2.10. Necht' je AS axiomaticky system. Potom `AS je nejmens
logika obsahujc AS.
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Dukaz. Nejprve ukazeme, ze `AS je logika. Strom s jednm vrcholem ohod-
nocenym ' je dukazem ' `AS '. Pokud S `AS ' a S  T , je prslusny
strom i dukazem T `AS '. Jeste zbyva overit tranzitivitu { necht' T `AS  
a pro vsechny ' 2 T plat S `AS ', existuje tedy dukazovy strom s korenem
 a listy ohodnocenymi axiomy z AS nebo formulemi z T a dale pro kazdy
list ohodnoceny formul z T existuje dukazovy strom z mnoziny S. Jejich
spojenm dostaneme hledany dukazovy strom pro S `AS  .
Dale je zrejme, ze AS  `AS. Nakonec pro kazdou logiku L ukazeme,
ze jestlize AS  L, pak `AS  L. Predpokladejme tedy T `AS ', coz podle
denice znamena existenci dukazu ' z mnoziny T . Indukc dle slozitosti dobre
usporadaneho dukazoveho stromu ukazeme, ze pro kazdou formuli ohod-
nocujc vrchol v dukazovem stromu plat T `L  , tudz i T `L ': Pokud
 ohodnocuje list dukazoveho stromu, je bud' axiomem AS nebo prvkem
T , tedy i prvkem L. Necht'  ohodnocuje vrchol dukazoveho stromu a S
je mnozina jeho predchudcu, z denice dukazu vme, ze S B  2 AS a
tedy i S `L  (protoze `AS  L) a z indukcnho predpokladu vme, ze pro
kazdou formuli  2 S plat T `L . Z tranzitivity relace dusledku L plyne
T `L  .
Denice 2.11. Necht' je AS axiomaticky system a L logika. Rekneme, ze
AS je axiomaticky system logiky L (nebo ze je prezentac logiky L), pokud
L = `AS.
Vsimneme si, ze kazda logika ma axiomaticky system (prezentaci) { logika
L chapana jako axiomaticky system je trivialne svou vlastn prezentac.
Lemma 2.12. Necht' L je logika. Logika L je nitarn prave tehdy, kdyz ma
nitarn prezentaci.
Dukaz. Pokud je L nitarn, pak ukazeme, ze mnozina konsekuc
AS = fT B ' j T je konecna mnozina a T `L 'g
je prezentac L. Jelikoz ocividne AS  L, pak i `AS L (dle predchoz vety).
Dukaz druhe inkluze: pokud T `L ', pak z nitarity L existuje konecna
mnozina F  T takova, ze F `L ' a tudz F B ' 2 AS a proto samozrejme
T `AS ' (z monotonie `AS).
Pro dukaz druheho smeru nejprve ukazeme, ze jakykoli dukaz ve nitarnm
axiomatickem systemu ma pouze konecne mnoho listu. Z denice dukazu
nema dukazovy strom nekonecnou vetev a z nitarity ma kazdy vrchol konecne
25
mnoho predchudcu, dle Konigova lemmatu mus tedy mt konecnou hloubku
a proto i konecne mnoho listu. Pokud T ` ', pak existuje dukaz ve nitarn
prezentaci, necht' F je mnozina formul z T vyskytujcch se listech tohoto
dukazu. Tato mnozina je konecna a T ` '.
V prpade nitarn logiky muzeme dukazovy strom linearizovat, vezmeme-
li vhodne serazene ohodnocen vrcholu dukazu, dostaneme posloupnost for-
mul, ktera je dukazem v klasickem slova smyslu.
V klasicke logice jsme videli dva pojmy vedouc k denici kompaktnosti.
Pro zaveden toho druheho obecne denujme:
Denice 2.13. Teorie T je sporna prave tehdy, kdyz T ` ' pro kazdou
formuli '.
Rekneme, ze logika L je kompaktn, pokud pro kazdou spornou teorii T
existuje jej sporna konecna podteorie.
Jelikoz mnozina vsech formul je jiste spornou teori v kazde logice, mus
v kazde kompaktn logice existovat konecna sporna teorie F0. Toto je take
dostatecna podmnka, aby nitarita dane logiky implikovala jej kompakt-
nost. Jde o abstraktn verzi casti poznamky 1.15.
Veta 2.14. Necht' L je relace dusledku takova, ze v n existuje konecna sporna
teorie F0. Jestlize je L nitarn, pak je i kompaktn.
Dukaz. Dukaz je analogicky dukazu druhe casti vety 1.14. Pokud je T sporna,
pak T ` ' pro kazde ' 2 F0. Z nitarity L vme, ze existuj konecne teorie
F'  T takove, ze F' ` '. Tudz jejich sjednocen F =
S
'2F0 F' dokazuje
kazdou formuli ' 2 F0 a z tranzitivity relace dusledku take F `  pro kazdou
formuli  .
Poznamka 2.15. V klasicke logice je takovou mnozinou F0 = f';:'g. Exis-
tuj nitarn logiky, ktere nejsou kompaktn. V nasledujcm prklade toto
ukazeme o pozitivnm fragmentu klasicke logiky.
Prklad 2.16. Pozitivn fragment klasicke vyrokove logiky lze axiomatizovat
pomoc axiomu z denice 1.3, ve ktere nahradme axiom (A3) tzv. Peircovym
zakonem (('!  )! ')! '. Tento fragment je zrejme nitarn logikou, k
demonstraci jej nekompaktnosti pouzijeme vetu 2.14. Predpokladejme tedy
existenci konecne sporne teorie F0. Necht' v je vyrokova promenna, ktera se
v F0 nevyskytuje. Ze spornosti F0 dostavame F0 ` v respektive
V
'2F0 ' ` v,
oznacme  =
V
'2F0 '. Pro pozitivn fragment plat veta o dedukci, tedy`  ! v. Pro kazde ohodnocen e plat e( ) = 0, coz nen mozne.
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Formulace opacneho tvrzen (abstraktn verze druhe casti poznamky 1.15)
je komplikovanejs a vyzaduje jistou znalost struktury mnoziny formul. Presto
muzeme formulovat obecne tvrzen, sre jeho aplikovatelnosti je ovsem diskuta-
biln.
Veta 2.17. Necht' L je relace dusledku, necht' D je funkce prirazujc kazde
formuli ' mnozinu formul D' tak, ze pro kazdou teorii T plat, ze T ` '
prave tehdy, kdyz T [D' je sporna teorie.
Pak je-li L kompaktn, je i nitarn.
Dukaz. Necht' T ` ', pak ovsem T [D' je sporna teorie a z denice kompak-
tnosti existuje jej konecna sporna podteorie F . Pak ovsem i teorie F [ D'
je sporna a tudz F ` '.
Pro klasickou logiku je takovou mnozinou D' = f:'g.
V predchozm dukazu nebyl pouzit predpoklad konecnosti mnoziny D'.
Jeho pridan nam ovsem umozn vetu zeslit.
Veta 2.18. Necht' L je relace dusledku, necht' D je funkce prirazujc kazde
formuli ' konecnou mnozinu formul D' tak, ze pro kazdou teorii T plat, ze
T ` ' prave tehdy, kdyz T [D' je sporna teorie.
Potom plat, ze L je kompaktn prave tehdy, kdyz L je nitarn.
Dukaz. Dukaz jedne implikace je dukaz predchoz vety. K dukazu druhe im-
plikace pouzijeme vetu 2.14. Jelikoz plat ' ` ', mus f'g [D' byt sporna
mnozina. Ta je dle predpokladu vety konecna, muzeme tedy pouzt zmnenou
vetu.
2.2 Obecna semantika a uplnost
Relaci dusledku lze casto zadat pomoc urcite semantiky a relace splnovan.
Denice 2.19. Semantika S mnoziny formul For je dvojice hMOD; j=i,
kde MOD je trda modelu a j= je relace mezi modely a formulemi.
Rekneme, ze M je model teorie T , pokud M j= ' pro kazde ' 2 T .
Rekneme, ze teorie T je splnitelna v S, pokud existuje jej model. Rekneme,
ze S je normaln semantika, pokud mnozina For nen splnitelna.
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Prklad 2.20. Semantika klasicke logiky je dana mnozinou vsech ohodnocen
a relace j= je denovana: e j= ', pokud e(') = 1. Prkladem nenormaln
semantiky je semantika pozitivnho fragmentu klasicke logiky (zavedena v
prkladu 2.16), ktere je denovana stejne jako pro celou klasickou logiku,
ovsem ohodnocen e(p) = 1 pro kazdy atom splnuje kazdou formuli tohoto
fragmentu.
Denice 2.21. Relace vyplyvan dana semantikou S = hMOD; j=i je mnozina
konsekuc j= denovana nasledovne:
T j=S ', pokud pro kazdy model M teorie T plat, ze M j= '.
Lemma 2.22. Pro kazdou semantiku S je j=S relace dusledku.
Dukaz. Stac ukazat, ze j=S je reexivn (trivialn), monotonn (kazdy model
T je jiste i modelem R  T ) a tranzitivn (predpokladejme, ze R j=S ' a
T j=S  pro kazdou formuli  2 R; necht' M je model T , pak je i modelem
kazde formule  2 R a tudz je i modelem ', tedy T j=S ').
Poznamenejme, ze v prpade strukturovane mnoziny formul bychom ne-
mohli dokazat strukturalitu relace j=S . Vyse uvedena denice semantiky je
na to prlis obecna (nezarucuje naprklad, ze pokud ' je tautologie, pak
i substitucn instance ['] je tautologie), pro potreby teto praci je vsak
postacujc.
Lemma 2.23. Necht' S je normaln semantika. Pak teorie T je sporna v j=S
prave tehdy, kdyz T nen splnitelna v S.
Dukaz. Sporna teorie nema model, implikace zleva doprava tedy plat. Pro
dukaz opacne implikace predpokladejme, ze T ma model M . Protoze S je
normaln, existuje formule ' takova, ze M 6j= ' a tudz T 6j=S ' a T nen
sporna v j=S.
Prklad 2.24. Vezmeme stejne jako v prkladu 2.20 pozitivn implikacn
fragment klasicke logiky. Mnozina vsech formul je splnitelna, ale zaroven
je sporna.
Na zaklade predchozho lemmatu nebudeme v normalnch semantikach
rozlisovat mezi splnitelnost v S a bezespornost j=S.
Denice 2.25. Semantika S je nitarn, pokud j=S je nitarn. Semantika
S je kompaktn, pokud j=S je kompaktn.
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Dusledek 2.26. Necht' S je kompaktn normaln semantika. Pak teorie T je
splnitelna, pokud je kazda jej konecna podteorie splnitelna.
Nyn denujeme sest pojmu uplnosti. V klasicke logice tyto pojmy splyvaj.
Jejich zamenovan v neklasickych logikach vede k terminologickym problemum.
V kapitolach o fuzzy a modalnch logikach ukazeme konkretn bezne pouzvane
logiky demonstrujc ruznost vetsiny techto pojmu.
Denice 2.27. Necht' L je logika a S normaln semantika, Rekneme, ze
 L je modelove uplna vuci semantice S, pokud kazda formule ' je beze-
sporna v L prave tehdy, kdyz ' je splnitelna v S.
 L je deduktivne uplna vuci semantice S, pokud pro kazdou formuli '
plat: `L ' prave tehdy, kdyz j=S '.
 L je silne modelove uplna vuci semantice S, pokud kazda teorie T je
bezesporna v L prave tehdy, kdyz T je splnitelna v S.
 L je konecne silne modelove uplna vuci semantice S, pokud kazda
konecna teorie T je bezesporna v L prave tehdy, kdyz T je splnitelna v S.
 L je silne deduktivne uplna vuci semantice S, pokud pro kazdou teorii
T a formuli ' plat: T `L ' prave tehdy, kdyz T j=S '.
 L je konecne silne deduktivne uplna vuci semantice S, pokud pro kazdou
konecnou teorii T a formuli ' plat: T `L ' prave tehdy, kdyz T j=S '.
Prave denovane pojmy nejsou zcela nezavisle. Je zrejme, ze ze silna de-
duktivn/modelova uplnost implikuje konecne silnou deduktivn/modelovou
uplnost a ta implikuje deduktivn/modelovou uplnost.
V kontextu teto prace bude nejdulezitejs vztah konecne silnych a silnych
verz obou pojmu, ten totiz souvis se zkoumanymi pojmy kompaktnosti a
nitarity.
Veta 2.28. Necht' L je nitarn logika konecne silne deduktivne uplna vuci
normaln semantice S. Pak L je silne deduktivne uplna vuci S prave tehdy,
kdyz S je nitarn.
Dukaz. T `L ' prave tehdy, kdyz existuje konecna podteorie F  T takova,
ze F `L ' (z nitarity L). To je podle konecne silne deduktivn uplnosti vuci
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semantice S ekvivalentn s existenc konecne podteorie F  T takove, ze
F j=S ' a to je dle nitarity S ekvivaletn s T j=S '.
Pro dukaz druhe implikace predpokladejme, ze T j=S '. Pak dle silne
deduktivn uplnosti vuci semantice S take T `L ' a z nitarity L existuje
konecna podteorie F  T takova, ze F `L '. Konecna silna deduktivn
uplnost vuci semantice S dava F j=S '.
Veta 2.29. Necht' L je kompaktn logika konecne silne modelove uplna vuci
normaln semantice S. Pak L je silne modelove uplna vuci S prave tehdy,
kdyz S je kompaktn.
Dukaz. Dukaz je analogicky dukazu predchozho tvrzen: T je sporna prave
tehdy, kdyz existuje konecna sporna podteorie F  T (z kompaktnosti L).
To je podle konecne silne modelove uplnosti vuci semantice S ekvivalentn s
existenc nesplnitelne konecne podteorie F  T a to je dle kompaktnosti S
ekvivaletn s nesplnitelnost T .
Pro dukaz druhe implikace predpokladejme, ze je T nesplnitelna. Pak
dle silne modelove uplnosti vuci semantice S je T sporna a z kompaktnosti
L existuje konecna sporna podteorie F  T , ktera je dle (konecne) silne
modelove uplnosti take nesplnitelna.
Predpoklady obou vet o nitarite/kompaktnosti logiky L se mohou zdat
silne. Ovsem v prpadech, kdy zjist'ujeme uplnost nejake konkretn logiky
vuci nejake semantice, mame tuto logiku vetsinou zadanou syntakticky po-
moc nitarnho axiomatickeho systemu, ktery dle vety 2.14 implikuje kom-
paktnost.
Pro prechod od konecne silne k silne uplnosti je tedy treba predpokladat
nitaritu/kompaktnost. Nyn ukazeme podmnky pro prechod od uplnosti
ke konecne silne uplnosti, budeme ale muset predpokladat strukturovanost
mnoziny formul.
Veta 2.30. Necht' L je strukturaln logika modelove uplna vuci normaln
semantice S a ^ binarn spojka s nasledujcmi vlastnostmi:
 ';  `L ' ^  , ' ^  `L ' a ' ^  `L  ,
 ';  j=S ' ^  , ' ^  j=S ' a ' ^  j=S  .
Pak L je konecne silne modelove uplna vuci S.
Dukaz. Pro kazdou konecnou teorii T jsou nasledujc fakta ekvivalentn:
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 T je sporna,
 formule  = Vin 'i je sporna,
 formule  = Vin 'i nema model,
 T nema model.
Prostredn ekvivalence je modelova uplnost a krajn ekvivalence jsou snadne
dusledky predpokladu.
Veta 2.31. Necht' L je strukturaln logika deduktivne uplna vuci normaln
semantice S a ! binarn spojka takova, ze pro kazdou konecnou teorii T a
formule ' a  plat:
 T; ' `L  prave tehdy, kdyz T `L '!  ,
 T; ' j=S  prave tehdy, kdyz T j=S '!  .
Pak L je konecne silne deduktivne uplna vuci S.
Dukaz. Pro kazdou konecnou teorii T = f 1;  2; : : : ;  ng jsou nasledujc
fakta jsou ekvivalentn:
 T ` '
 `  1 ! ( 2 !    ( n ! ')    )
 j=  1 ! ( 2 !    ( n ! ')    )
 T j= ' nema model.
Prostredn ekvivalence je deduktivn uplnost a krajn ekvivalence jsou snadne
dusledky nasich predpokladu.
Nyn ukazeme jeste vztahy mezi modelovou a deduktivn uplnosti:
Lemma 2.32. Necht' S je normaln semantika. Pak (konecne) silna deduk-
tivn uplnost implikuje (konecne) silnou modelovou uplnost.
Dukaz. T je bezesporna prave tehdy, kdyz T 6`L ' pro nejake ' 2 F0, coz
je dle (konecne) silne deduktivn uplnosti ekvivalentn s T 6j=S ', t.j. T je
splnitelna v j=S.
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Tento dukaz by nefungoval pro prokazan, ze deduktivn uplnost imp-
likuje modelovou uplnost. Vsimneme si souvislosti predpokladu nasledujc
vety, s predpoklady vety 2.17 pojednavajc o prechodu mezi kompaktnost
a nitaritou.
Veta 2.33. Necht' S je normaln semantika a L je relace dusledku, necht' D
je funkce prirazujc kazde formuli ' (konecnou) mnozinu formul D' tak, ze
pro kazdou teorii T plat:
 T `L ' prave tehdy, kdyz T [D' je sporna teorie,
 T j=S ' prave tehdy, kdyz T [D' je nesplnitelna teorie.
Pak L je (konecne) silne modelove uplna vuci S, pokud L je (konecne) silne
deduktivne uplna vuci S.
Pokud je navc mnozina D' vzdy jednoprvkova a L je modelove uplna vuci
S, pak je i deduktivne uplna vuci S.
Dukaz. Jedna implikace byla dokazana v predchozm lemmatu. Vme, ze
T 6j=S ' prave tehdy, kdyz T[D' je sporna teorie. To je podle (konecne) silne
modelove uplnosti ekvivalentn nesplnitelnosti T [D', coz dle predpokladu
znamena, ze T 6j=S '.
Na zaver zformulujeme dusledek predchozch vet ukazujc, jak denovane
pojmy splyvaj v beznych logikach (klasicke nebo modalnch).
Dusledek 2.34. Necht' L je strukturaln logika, S normaln semantika, a !
binarn spojka takova, ze pro kazdou konecnou teorii T a formule ' a  plat:
 T; ' `L  prave tehdy, kdyz T `L '!  ,
 T; ' j=S  prave tehdy, kdyz T j=S '!  ,
a ? je nularn spojka takova, ze
 `L ? ! ',
 `L (('! ?)! ?)! ',
 j=S (('! ?)! ?)! '.
Pak nasledujc podmnky jsou ekvivalentn:
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1. L je modelove uplna vuci S.
2. L je deduktivne uplna vuci S.
3. L je konecne silne deduktivne uplna vuci S.
4. L je konecne silne modelove uplna vuci S.
Pokud L je nitarn nebo kompaktn logika splnujc jednu z predchozch
ekvivalentnch vlastnost, pak plat ekvivalence nasledujcch podmnek:
1. L je silne deduktivne uplna vuci S.
2. L je silne modelove uplna vuci S.
3. S je kompaktn.
4. S je nitarn.
Dukaz. Pro dukaz prvn implikace pouzijeme vetu 2.33. Ukazeme, ze mnozina
D' = f' ! ?g splnuje predpoklady teto vety. Nejprve si vsimneme, ze z
' !  `L ' !  dostaneme ' !  ; ' `L  , tedy ze logika splnuje modus
ponens. Z predpokladu o spojce ? tedy plyne, ze f?g je sporna teorie a z
modelove uplnosti je i nesplnitelna.
Pokud T `L ', pouzitm modus pones dostavame, ze T; ' ! ? ` ? a
tedy T [D' je sporna teorie. Pokud T [D' je sporna teorie, tak T; '! ? `
?, a tedy i T ` ('! ?)! ?. Modus ponens a druhy predpoklad o ? dava
T ` '. Dukaz obdobneho faktu pro j=S je analogicky.
Druha implikace plyne prmo z vety 2.31, tret z lemmatu 2.32 a posledn
je trivialn.
Dale se venujme druhe skupine vlastnost. Nejprve si uvedomme, ze ni-
tarita a kompaktnost logiky L i semantiky S jsou ekvivalentn (podle vety 2.18,
jejz predpoklady jsme dokazali v prvn casti tohoto dukazu.) Ctyri potrebne
implikace dostaneme nasledovne: prvn plyne prmo z vety 2.31, druha z
vety 2.29, tret z pozorovan na zacatku dukazu teto casti a posledn z
vety 2.28.
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Kapitola 3
Kompaktnost ve fuzzy logikach
Fuzzy logiky jsou neklasicke vcehodnotove logiky, msto dvou klasickych
pravdivostnch hodnot v nich pracujeme s hodnotami z realneho intervalu
[0; 1]. Budeme studovat tri zakladn fuzzy logiky {  Lukasiewiczovu, Godelovu
a produktovou logiku, ktere dostaneme rozsrenm tzv. basic logic, kterou
denoval Petr Hajek ve sve knize [11]. Vsechny denice a vysledky v prvn
casti teto kapitoly jsou prevzaty z teto knihy. V druhe casti se budeme
venovat studiu kompaktnosti a nitarnosti v techto trech hlavnch fuzzy
logikach a jejich beznych semantikach, ukazeme mimo jine, ze tyto logiky
maj prirozene semantiky, ktere jsou kompaktn, ale ne nitarn, a tudz jsou
tyto logiky vuci temto semantikam pouze konecne silne uplne. V tret casti
zobecnme pojem semantiky: budeme studovat kompaktnost trd semantik
indexovanych podmnozinami intervalu [0; 1].
3.1 Basic Logic a jej axiomaticka rozsren
Axiomy basic logic jsou denovany v jazyce (&;!; 0), kde & a! jsou binarn
spojky a 0 je konstanta (spojka cetnosti 0). Dals spojky, se kterymi budeme
pracovat i v  Lukasiewiczove, Godelove a produktove logice, budou pomoc
techto spojek denovatelne:
 ' ^  je denovana '& ('!  ),
 ' _  je denovana (('!  )!  ) ^ (( ! ')! '),
 :' je denovana '! 0,
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 '   je denovana ('!  ) & ( ! ').
Denice 3.1. Logika BL (basic logic) je dana axiomatickym systemem s
axiomy
(A1) ('!  )! (( ! )! ('! ))
(A2) ('& )! '
(A3) ('& )! ( &')
(A4) '&('!  )!  &( ! ')
(A5a) ('! ( ! ))! (('& )! )
(A5b) (('& )! )! ('! ( ! ))
(A6) (('!  )! )! ((( ! ')! )! )
(A7) 0! '
a dedukcnm pravidlem modus ponens.
Ve smyslu predchoz kapitoly budeme logikou BL rozumet relaci dusledku
s prezentac danou vyse uvedenym axiomatickym systemem, stejne tak i pro
dals logiky, ktere nyn zavedeme.
Denice 3.2. Axiomaticke rozsren logiky BL je logika vznikla pridanm
axiomu k axiomatickemu systemu BL.
Jak uz bylo napsano v uvodu kapitoly, v teto praci se budeme zabyvat
tremi zakladnmi fuzzy logikami:
  Lukasiewiczova logika ([13]), znacme  L, je rozsrenm logiky BL o ax-
iom dvojite negace
(::) ::'! '
 Godelova logika ([9]), znacme G, je rozsrenm logiky BL o axiom idem-
potence
(G) '! ('&')
 Produktova logika ([10]), znacme , je rozsrenm logiky BL o axiom
( ) ::'! (('! '& )!  &:: )
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Dale se budeme zabyvat semantikou logiky BL { tzv. BL-algebrami. Lze
ukazat (viz Hajek [11]), ze logika BL je uplna vuci trde BL-algeber a vuci
trde linearnch BL-algeber. Zvlast' se budeme zabyvat standardnmi BL-
algebrami.
Denice 3.3. BL-algebra je struktura A = (A;[;\; ;); 0A; 1A), kde 0A; 1A
jsou konstanty a [;\; ;) jsou binarn operace, takove, ze:
(1) (A;[;\; 0A; 1A) je svaz,
(2) (A; ; 1A) je komutativn monoid,
(3) z  (x) y) prave tehdy, kdyz x  z  y,
(4) x \ y = x  (x) y),
(5) (x) y) [ (y ) x) = 1A.
BL-algebra je linearn, pokud je svazove usporadan linearn. BL-algebra
je standardn, pokud je jejm nosicem interval [0; 1] a [ a \ jsou interpre-
tovany jako max a min.
Poznamka 3.4. Jednoprvkova mnozina se zrejme denovanymi operacemi
take splnuje denici BL algebry. Predpokladejme vsak od teto chvle, ze vsechny
BL-algebry, se kterymi budeme dale pracovat, jsou alespon dvouprvkove (tento
predpoklad zaruc normalitu semantik prslusnych logik, semantika pro jedno-
prvkovy prpad normaln nen).
Standardn BL-algebry budeme nyn nahlzet jako algebry zalozene na
tzv. spojitych t-normach. Uved'me nejprve denici t-normy a jejho rezidua.
Denice 3.5. T-norma  je binarn operace na intervalu [0; 1] s nasledujcmi
vlastnostmi: Pro libovolne x; y; z 2 [0; 1]
 (komutativita ) x  y = y  x
 (asociativita ) x  (y  z) = (x  y)  z
 ( je neklesajc v obou argumentech) x  y, pak x  z  y  z
x  y, pak z  x  z  y
 (1 je neutraln prvek) 1  x = x a x  1 = x
Pokud je funkce  spojita, hovorme o spojite t-norme.
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Dulezitymi (a lze ukazat, ze v jistem smyslu zakladnmi) prklady t-norem
jsou nasledujc funkce
 Godelova t-norma: (x G y) = min(x; y)
  Lukasiewiczova t-norma: (x  L y) = max(x+ y   1; 0)
 produktova t-norma: (x  y) = x:y
Denice 3.6. Necht'  je spojita t-norma. Reziduum t-normy  je funkce )
na intervalu [0; 1] denovana vztahem x) y = maxfz j x  z  yg.
Poznamka 3.7. Reziduum prslusne t-normy je urceno jednoznacne.
Rezidua vyse uvedenych zakladnch t-norem jsou:
x)G y =
(
1 pokud x  y ;
y jinak ;
x) L y =
(
1 pokud x  y ;
1  x+ y jinak :
x) y =
(
1 pokud x  y ;
y
x
jinak :
Reziduum x) L y je spojite, x) y nen spojite v bode (0; 0) a x)G y
nen spojite v bodech (x; x), 0  x < 1.
Poznamka 3.8. Operace  a jejich prslusna reziduua odpovdaj semanticke
denici spojky konjunkce & ve trech zakladnch fuzzy logikach a rezidua odpovdaj
prslusnym implikacm ).
Veta 3.9. Necht'  je spojita t-norma a ) je jej reziduum. Struktura [0; 1] =
([0; 1];max;min; ;); 0; 1) je standardn BL-algebra, oznacme ji -standardn
BL-algebra.
Naopak v kazde standardn BL-algebre ([0; 1];max;min; ;); 0A; 1A), je
 spojita t-norma a ) je jej reziduum.
Pro tri zakladn t-normy tak dostaneme tri rozsren BL-algeber:
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Denice 3.10. MV-algebra je standardn BL-algebra, ve ktere plat identita
x = ((x) 0)) 0):
Denice 3.11. G-algebra je standardn BL-algebra, ve ktere plat identita
x = x  x:
Denice 3.12. -algebra (produktova algebra) je standardn BL-algebra, ve
ktere plat:
::x  ((x) x  y)) (y  ::y)):
Tyto denice muzeme zobecnit pro libovolne axiomaticke rozsren BL.
Nejprve denujme:
Denice 3.13. Necht' A je BL-algebra. A-ohodnocen vyrokovych promennych
je zobrazen e : Var! A.
Ohodnocen promennych obvyklym zpusobem rozsrme na ohodnocen
formul:
 e(0A) = 0
 e('& ) = e(')  e( )
 e('!  ) = e(')) e( ),
pro ostatn spojky je hodnota e dana na zaklade jejich denovatelnosti.
Rekneme, ze formule ' je A-tautologie, pokud pro kazde A-ohodnocen e
plat e(') = 1A.
Denice 3.14. Necht' L je axiomaticke rozsren BL. Rekneme, ze BL-
algebra A je L-algebra, pokud kazdy teorem L je A-tautologie.
Poznamka 3.15. V prpade  Lukasiewiczovy logiky  L mluvme z historickych
duvodu o MV -algebrach msto o  L-algebrach. Pomoc vlastnost BL-algeber
lze snadno ukazat, ze denice MV-algeber, G-algeber a -algeber jsou jen
specialnm prpadem teto obecne denice.
Poznamka 3.16. Existuje pouze jedna standardn G-algebra (dana mini-
movou t-normou a jejm reziduem) a kazda standardn MV-algebra (-algebra)
je izomorfn se standardn MV-algebrou (-algebrou) danou  Lukasiewiczovou
(produktovou) t-normou a jejm reziduem. Tyto tri specialn standardn al-
gebry budeme znacit [0; 1]G, [0; 1] L, a [0; 1] a dale budeme tyto algebry
povazovat za jedine standardn algebry prslusnych logik.
38
Denice 3.17. Pro kazde L axiomaticke rozsren BL denujeme tri ruzne
semantiky
 obecna: hf(A; e) j A je L-algebra, e je A-ohodnoceng; j=i
 linearn: hf(A; e) j A je linearn L-algebra, e je A-ohodnoceng; j=i
 standardn: hf(A; e) j A je standardn L-algebra, e je A-ohodnoceng; j=i
a relace j= je vzdy denovana jako (A; e) j= ' pokud e(') = 1A.
Pripomenme, ze dky umluve v poznamce 3.4 jsou tyto semantiky normaln.
Poznamka 3.18. Dale si vsimneme, ze ve smyslu poznamky pred touto
denic je napr. standardn semantiku  Lukasiewiczovi logiku mozno zjednodusit
nasledujcm zpusobem: hfe j e je [0; 1] L-ohodnoceng; j=i, kde e j= ' pokud
e(') = 1A, coz mnohem vce pripomna semantiku klasicke logiky.
Tvrzen o deduktivn uplnosti v nasledujc vete jsou dokazany v [11],
tvrzen o modelove uplnost jsou pak dusledkem lemmatu 2.32.
Veta 3.19.  Necht' L je axiomaticke rozsren BL. Pak L je silne de-
duktivne i modelove uplna vuci obecne i linearn semantice.
  Lukasiewiczova a produktova logika jsou konecne silne deduktivne i
modelove uplne vuci standardn semantice.
 Godelova logika je silne deduktivne i modelove uplna vuci standardn
semantice.
Silna modelova a deduktivn uplnost vuci standardn semantice souvis s
nitaritou a kompaktnost a bude obsahem prst kapitoly, kde take ukazeme,
ze  Lukasiewiczova a produktova logika jsou silne modelove, ale ne deduktivne,
uplne vuci sve standardn semantice, protoze jejich standardn semantika je
kompaktn, ale ne nitarn.
3.2 Finitarita a kompaktnost
Lemma 3.20. Necht' L je axiomaticke rozsren BL. Teorie f0g je v L sporna.
Dukaz. Pouzitm pravidla modus ponens na axiom (A7) 0 ! ' dostavame
dokazatelnost libovolne formule v f0g.
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Chapeme-li logiku BL jako relaci dusledku danou vyse uvedenym axio-
matickym systemem lemma 2.12 a veta 2.14 rkaj:
Veta 3.21. Kazde axiomaticke rozsren BL je nitarn a kompaktn relace
dusledku.
To same plat o obecne a linearn semantice techto logik (viz. vety 3.19,
2.28 a 2.29). Nyn ukazeme, jak je to s kompaktnost standardn semantiky.
Dukaz pro  Lukasiewiczovu logiku je z clanku [3] (vsimneme si, ze jde o prmou
analogii topologickeho dukazu kompaktnosti klasicke logiky), pro druhe dve
logiky lze dukaz nalezt v [11].
Veta 3.22. Standardn semantika  Lukasiewiczovy, produktove i Godelovy
logiky je kompaktn.
Dukaz. Necht' L je produktova nebo Godelova logika. Necht' formule '0 vznikla
z formule ' nahrazenm vsech vyrokovych promennych v formul ::v. Dvo-
jita negace v obou logikach ma nasledujc standardn semantiku:
e(::') =
(
1 pokud e(') > 0 ;
0 pokud e(') = 0 :
Indukc dokazeme, ze e(::') = e('0).
Pokud ' je vyrokova promenna, je rovnost zrejma.
a) Pokud ' =  & , plat e(') = e( ) & e(). Dale plat nasledujc
ekvivalence: e(::') = 1 prave tehdy, kdyz e( ) > 0 a zaroven e() > 0
prave tehdy, kdyz e(:: ) = 1 a zaroven e(::) = 1 prave tehdy, kdyz
e( 0) = 1 a zaroven e(0) = 1 prave tehdy, kdyz e('0) = e( 0 & 0) = 1.
b) Pokud ' =  ! , plat nasledujc ekvivalence: e(::') = 0 prave
tehdy, kdyz e( ! ) = 0 prave tehdy, kdyz e( ) > 0 a zaroven e() = 0
prave tehdy, kdyz e(:: ) = 1 a zaroven e(::) = 0 prave tehdy, kdyz
e( 0) = 1 a zaroven e(0) = 0 prave tehdy, kdyz e('0) = e( 0 ! 0) = 0.
Dale ukazeme, ze formule ' je splnitelna v klasicke logice prave tehdy,
kdyz je standardne splnitelna v L: Implikace zleva doprava je zrejma. Pro
dukaz opacne implikace predpokladejme, ze ' je standardne splnitelna, tj.
existuje ohodnocen e takove, ze e(') = 1. Pak ale i e(::') = 1 a dle
vyse dokazaneho tvrzen je take e('0) = 1. Denujme klasicke ohodnocen
e0(v) = e(::v) a vsimneme si, ze e0(') = 1. Tento argument lze rozsrit
na mnoziny formul (tj. teorie T je splnitelna v klasicke logice prave tehdy,
40
kdyz je standardne splnitelna v L). Tudz kompaktnost standardn semantiky
produktove i Godelovy logiky prmocare plyne z kompaktnosti klasicke logiky.
Nyn ukazeme kompaktnost  Lukasiewiczovy logiky. Jak jiz bylo receno,
dukaz je zcela analogicky topologickemu dukazu kompaktnosti klasicke logiky,
pro uplnost ho vsak uvedeme.
Predpokladejme na mnozine [0; 1] beznou topologii (otevrene mnoziny
jsou sjednocen otevrenych intervalu tvorcch bazi teto topologie) a na [0; 1]Var
produktovou topologii, jejz baz je mnozina , pro kterou plat: (Av)v2Var 2 
prave tehdy, kdyz existuje pouze konecny pocet indexu v 2 Var takovych, ze
Av 6= [0; 1], a tyto mnoziny jsou otevrene v [0; 1]. Je zname, ze prvn topolo-
gicky prostor je kompaktn a proto je kompaktn i ten druhy (z Tichonovovy
vety [16, Theorem 17.8]). Prvky [0; 1]Var prirozene odpovdaj ohodnocenm:
pro x = (av)v2Var 2 [0; 1]Var denujeme ex(v) = av a pro ohodnocen e
denujeme xe = (e(v))v2Var 2 [0; 1]Var. Pro kazdou formuli ' denujeme
zobrazen V' : [0; 1]
Var ! [0; 1] nasledovne: V'(x) = ex('). Takto denovane
zobrazen je spojite, protoze hodnota formule zalez pouze na konecne mnoha
promennych a funkce interpretujc spojky v  Lukasiewiczove logice jsou spo-
jite a slozen spojitych funkc je spojite.
Jelikoz mnozina f1g je uzavrena, je jej vzor V  1' (f1g) uzavrena mnozina
v [0; 1]Var. Uvazme system uzavrenych mnozin (V  1' (f1g))'2T a ukazeme, ze
tento system je centrovany (kazdy jeho konecny podsystem ma neprazdny
prunik). Necht' je takovy system dan mnozinou indexu F  T . Pak vme, ze
existuje ohodnocen e splnujc F a jiste xe 2 \'2FV  1' (f1g)). Z kompaktnosti
[0; 1]Var vme, ze kazdy centrovany system uzavrenych mnozin ma neprazdny
prunik, necht' x je nejaky prvek tohoto pruniku. Pak jiste ohodnocen ex
splnuje teorii T .
Nyn ukazeme, ze standardn semantiky  Lukasiewiczovy a produktove
logiky nejsou nitarn, a tudz jsou tyto semantiky prkladem kompaktnch
nenitarnch semantik. V nasledujc vete pouzijeme pro n-nasobnou kon-
junkci stejnych formul zkratku 'n, muzeme ji induktivne denovat jako
'1 = ' a 'n+1 = '&'n+1.
Veta 3.23. Standardn semantika  Lukasiewiczovy a produktove logiky nen
nitarn.
Dukaz. Pro  Lukasiewiczovu logiku ukazeme:
1. f:q ! pn j n 2 Ng; p! q j= q
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2. pro kazde k 2 N plat f:q ! pn j n  kg; p! q 6j= q
Protoze kazda konecna podteorie f:q ! pn j n 2 Ng; p ! q je podteori
teorie f:q ! pn j n  kg; p ! q pro nejake k, bude nitarita standardn
semantiky pro  Lukasiewiczovu logiku vyvracena.
Pro kazde ohodnocen e budeme v teto casti predpokladat e(p) = x a
e(q) = y. Nejprve spoctejme semantiku xn Pro x = 1 mame samozrejme
xn = 1, pro x < 1 mame:
xn =
(
nx  n+ 1 > 0 pokud x > n 1
n
;
0 jinak ;
Pro bod 1 plat: Necht' e je ohodnocen takove, ze y < 1. Pokud ukazeme, ze
e nen model f:q ! pn j n 2 Ng; p ! q je dukaz teto casti hotov. Budeme
postupovat sporem: necht' e je model f:q ! pn j n 2 Ng; p! q. Z x! y = 1
a y < 1 vme, ze x < 1. Pro libovolne n dale vme, ze :y ! xn = 1 a :y > 0
(protoze y < 1) dostaneme xn > 0, coz dle semantiky xn pro x < 1 znamena
x > n 1
n
pro kazde n. Tudz x = 1 coz je hledany spor.
Pro bod 2. denujeme ohodnocen e, ktere bude protiprkladem: x =
y = 2k 1
2k
. Vsimneme si, ze stac ukazat x  y < 1 a 1   y  xk (coz
samozrejme implikuje 1   y  xn pro kazde n  k). Protoze 2k 1
2k
> k 1
k
mame xk = 2k 1
2
  k + 1 = 1
2
 1
2k
= 1  2k 1
2k
= 1  y.
Pro produktovou logiku pouzijeme analogickou uvahu pro nasledujc
protiprklad:
1. fq ! pn j n 2 Ng;::q j= p
2. pro kazde k 2 N plat fq ! pn j n  kg;::q 6j= p
Opet oznacme e(p) = x a e(q) = y. Semantika xn pro produktovou logiku
vychaz prosta algebraicka mocnina e(pn) = xn .
Pro bod 1 plat: Necht' e je ohodnocen takove, ze x < 1. Opet ukazeme,
ze e nen model fq ! pn j n 2 Ng;::q. Znovu dokazujeme sporem: necht' e je
model fq ! pn j n 2 Ng;::q. Z ::y = 1 dostavame y > 0. Pro libovolne n
dale vme, ze y ! xn = 1. Dostaneme tedy y  xn pro kazde n, coz (protoze
x < 1) splnuje jen y = 0 a to je hledany spor.
Stejne jako pro  Lukasiewiczovu logiku pro bod 2. denujeme ohodnocen
e, ktere bude protiprkladem. Stac, aby takove ohodnocen splnovalo 0 < y
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 xn < 1 pro kazde n  k, tedy stac vzt libovolne x takove, ze 0 < x < 1 a
denovat y = xk.
Z vety 2.17 dostavame nasledujc zajmavy dusledek.
Dusledek 3.24. Necht' S je standardn semantika  Lukasiewiczovy nebo pro-
duktove logiky. Neexistuje zadna funkce D prirazujc kazde formuli ' mnozinu
formul D' takova, ze pro kazdou teorii T plat, ze T j=S ' prave tehdy, kdyz
T [D' je nesplnitelna teorie v S.
Nyn pouzijeme obecne vety z predchoz kapitoly (vety 2.28 a 2.29) a vetu
o uplnosti pro fuzzy logiky z predchoz sekce (veta 3.19) a odvodme:
Dusledek 3.25.   Lukasiewiczova a produktova logika nejsou silne de-
duktivne uplne vuci standardn semantice.
  Lukasiewiczova, produktova a Godelova jsou silne modelove uplne vuci
standardn semantice.
 Standardn semantika Godelovy logiky je nitarn.
3.3 Zobecnena kompaktnost: K-kompaktnost
Dals mozne zobecnen pojmu kompaktnost vychaz z vcehodnotovosti fuzzy
logik. V klasicke vyrokove logice je semanticka kompaktnost pro mnozinu
formul T a formuli ' formulovana (viz.veta 1.25, bod 1) nasledovne: Pokud
kazda konecna mnozina F  T ma model, pak T ma model. Tedy pokud
pro kazdou konecnou F  T existuje ohodnocen e takove, ze e[F ] = 1, pak
existuje i ohodnocen e takove, ze e[T ] = 1. Pojem K-kompaktnosti toto
zobecnuje a to rozsrenm splnitelnosti z jedne na vce pravdivostnch hodnot
(na mnozinu hodnot K), klasicka logika je pak specialnm prpadem a jej
pojem kompaktnosti odpovda f1g-kompaktnosti.
V teto casti se omezme na studium  Lukasiewiczovy, produktove nebo
Godelovy logiky. Dale se omezme na standardn semantiku techto logik
(ktera je, jak vme, jednoznacne urcena) a budeme volit K  [0; 1].
Dukazy tvrzen v teto casti jsou prevzaty z clanku [8] (pro  Lukasiewiczovu
a produktovou logiku) a [6] (pro Godelovu logiku, zde ovsem doslo ke znacnym
upravam, clanek se totiz soustred na komplikovanejs formu Godelovy logiky,
proto doslo k preformulaci a transformaci dukazu a tvrzen na nasi uroven).
43
Ne vsechny vysledky v techto clancch jsou puvodn, u takovych budeme
uvadet odkazy na originaln prace, nebude-li zadny odkaz uveden, jedna se
o vysledky prslusneho ze dvou zmnenych clanku.
Denice 3.26. Necht' T je mnozina formul a K  [0; 1]. Rekneme, ze T
je K-splnitelna, jestlize existuje ohodnocen e takove, ze pro vsechny ' 2 T
plat e(') 2 K. Mnozina T je konecneK-splnitelna, jestlize je kazda konecna
podmnozina mnoziny T K-splnitelna.
Denice 3.27. Rekneme, ze logika je K-kompaktn, jestlize pro n plat
ekvivalence pojmu K-splnitelnosti a konecne K-splnitelnosti.
Ve smyslu predchoz kapitoly je K-kompaktnost napr.  Lukasiewiczovy
logiky kompaktnost nasledujc semantiky: hfe j e je [0; 1] L-ohodnoceng; j=i,
kde e j= ', pokud e(') 2 K (viz. poznamka 3.18). Pro K neobsahujc
soucasne 0 a 1 (viz. nasledujc poznamka) je tato semantika normaln. Z
historickych duvodu budeme ale hovorit o K-kompaktnosti  Lukasiewiczovy
logiky msto o kompaktnosti vyse zmnene semantiky. Take se budeme zabyvat
pouze pojmem kompaktnosti (ve smyslu kapitoly 2), protoze relace vyplyvan
indukovane vetsinou techto semantik nejsou strukturaln relace dusledku.
Poznamka 3.28. Pokud jsou soucasne 0 i 1 prvky K, plat ekvivalence K-
splnitelnosti a konecne K-splnitelnosti pro libovolnou mnozinu T vzdy. Pri
kazdem ohodnocen vsech atomu vyskytujcch se ve formulch z T hodnotami
0 nebo 1, bude totiz i hodnota kazde formule z T 0 nebo 1 (viz. semantika
spojek ve standardnch semantikach vsech tr logik).
Budeme proto uvazovat pouze takova K, ktera soucasne 0 a 1 neobsahuj.
 Lukasiewiczova logika
Zacneme modikac dukazu vety 3.22 pro  Lukasiewiczovu logiku. Symbolem
N1 oznacuje mnozinu kladnych prirozenych csel.
Veta 3.29 ([3]).  Lukasiewiczova logika je K-kompaktn pro vsechny uzavrene
K  [0; 1].
Dukaz. Topologie na mnozinach [0; 1] a [0; 1]Var a funkce V' : [0; 1]
Var ! [0; 1]
denujeme jako v dukazu vety 3.22 pro  Lukasiewiczovu logiku. Pripomenme,
ze oba prostory jsou kompaktn, funkce V' jsou spojite a prvky [0; 1]
Var
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prirozene odpovdaj ohodnocenm: pro x = (av)v2Var 2 [0; 1]Var denujeme
ex(v) = av a pro ohodnocen e denujeme xe = (e(v))v2Var 2 [0; 1]Var.
Jelikoz mnozina K je uzavrena, je jej vzor V  1' (f1g) uzavrena mnozina
v [0; 1]Var. Stejne jako predtm je system uzavrenych mnozin (V  1' (K))'2T
centrovany. Z kompaktnosti [0; 1]Var tedy vme, ze kazdy centrovany system
uzavrenych mnozin ma neprazdny prunik, necht' x je nejaky prvek tohoto
pruniku. Pak jiste ohodnocen ex[T ]  K.
Bez predpokladu uzavrenosti mnozin K by dukaz nefungoval; ukazeme,
ze pro mnoziny K, ktere nejsou uzavrene, K-kompaktnost v  Lukasiewiczove
logice neplat.
K dukazu vyuzijeme nasledujc dve lemmata a McNaughtonovu vetu (viz.
napr. [5]).
Lemma 3.30. Necht' a; b 2 [0; 1]; a  b. Pak existuje formule  a;b s jednm
atomem v, pro kterou v  Lukasiewiczove logice plat:
e(v) < a =) e( a;b) = 0 ;
e(v) > b =) e( a;b) = 1 :
Dukaz. V dukazu pouzijeme McNaughtonovu vetu. Podle n existuje formule
 a;b s jednm atomem v popisujc spojitou po castech linearn funkci f danou
pomoc racionalnch csel c; d 2 (a; b), c < d, a
f(x) =
8><>:
0 pokud x  c ;
x c
d c pokud c  x  d ;
1 pokud x  d :
Formule  a;b v predchozm lemmatu nen dana jednoznacne.
Lemma 3.31. Necht' a; a0; b0; b 2 [0; 1], a < a0 < b0 < b. Pak existuje formule
' s jednm atomem v v  Lukasiewiczove logice takova, ze:
e(') =
8><>:
0 pokud e(v)  a ;
e(v) pokud a0  e(v)  b0 ;
0 pokud e(v)  b :
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Dukaz. Uvazme ' = v ^ a;a0 ^: b0;b, kde  a;a0 ;  b0;b jsou formule zkonstruo-
vane v predchozm lemmatu 3.30. Pak ' je hledanou formul.
Veta 3.32.  Lukasiewiczova logika nen K-kompaktn pro zadnou neuzavrenou
mnozinu K  [0; 1].
Dukaz. Pripomenme, ze pracujeme pouze s takovymi mnozinami K, ktere
neobsahuj soucasne 0 i 1.
Protoze K nen uzavrena, v K existuje posloupnost bodu jdouc k b =2 K.
Vyberme z teto posloupnosti monotonn podposloupnost, oznacme ji (ai)i2N1 .
Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, ze je tato posloupnost ostre rostouc,
pro prpad ostre klesajc bychom prslusnou cast dukazu modikovali tak,
ze bychom pouzili negace formul. Dale predpokladejme, ze b 6= 1. Vezmeme
libovolnou ostre klesajc posloupnost (bi)i2N1 jdouc k b. Predpokladejme
nejdrve, ze 0 =2 K. Necht' v je libovolny pevne zvoleny atom. Dle lem-
matu 3.31 pro kazde i zkonstruujeme formuli 'i s jednm atomem v takovou,
ze
e('i) =
8><>:
0 pokud e(v)  ai ;
e(v) pokud ai+1  e(v)  bi+1 ;
0 pokud e(v)  bi :
Uvazme mnozinu obsahujc v a vsechny formule 'i, oznacme ji T =
fvg [ f'i j i 2 N1g. Kazda konecna podmnozina T je K-splnitelna: pro
kazdou konecnou podmnozinu vezmeme j nejvets index formule 'i se v n
vyskytujc a denujeme e(v) = aj+1, pak jiste e('i) = aj+1 pro kazde i  j
a jelikoz aj+1 2 K je dukaz teto casti hotov.
Ukazeme, ze T nen K-splnitelna. Kazda formule 'i je K-splnitelna jen
pro e(v) 2 (ai; bi), jinak je e('i) = 0 a vyse predpokladame, ze 0 =2 K. Pro
K-splnitelnost cele mnoziny T tedy mus byt e(v) z pruniku vsech intervalu
(ai; bi), i 2 N1. Prunik vsech intervalu vsak obsahuje pouze b, ktere nen
prvkem K.
Dukaz pro ostre klesajc posloupnost a pro K takove, ze 1 =2 K, je ana-
logicky.
Veta 3.33. Necht' K  [0; 1] neobsahuje soucasne 0 i 1. Pak je  Lukasie-
wiczova logika K-kompaktn prave tehdy, kdyz K je uzavrena mnozina.
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Pro  Lukasiewiczovu logiku mame tedy uplnou charakterizaciK-kompakt-
nosti pro ruzne mnozinyK. Vsimneme si, ze tento vysledek nezavis na kardi-
nalite mnoziny vyrokovych promennych, dukaz pozitivnch prpadu funguje
obecne a pro konstrukci protiprkladu v negativnch prpadech nam stac
jedina vyrokova promenna.
Produktova logika
Zacneme modikac dukazu vety 3.22 pro produktovou a Godelovu logiku.
Lemma 3.34. Necht' K  (0; 1] a 1 2 K. Potom je produktova i Godelova
logika K-kompaktn. Obe tyto logiky jsou take f0g-kompaktn.
Dukaz. Jako v dukazu vety 3.22 denujeme formuli '0, ktera vznikla z for-
mule ' nahrazenm vsech vyrokovych promennych v formul ::v a vme, ze
e(::') = e('0).
Nyn ukazme, ze formule je splnitelna v klasicke logice prave tehdy, kdyz
je K-splnitelna v produktove nebo Godelove logice: Implikace zleva doprava
je zrejma, nebot' z klasickych pravdivostnch hodnot je 1 2 K. Pro dukaz
opacne implikace predpokladejme, ze ' je K-splnitelna, necht' e je takove
ohodnocen. Pak ale e(::') = 1 (protoze 0 =2 K) a dle vyse dokazaneho
tvrzen je take e('0) = 1. Denujme klasicke ohodnocen e0(v) = e(::v) a
vsimneme si, ze e0(') = 1. Tento argument lze rozsrit na mnoziny formul
(tj. teorie T je splnitelna v klasicke logice prave tehdy, kdyz je K-splnitelna).
Tudz K-kompaktnost produktove i Godelovy logiky prmocare plyne z kom-
paktnosti klasicke logiky.
Pro dukaz druheho tvrzen nahledneme, ze formule ' je f0g-splnitelna
prave tehdy, kdyz je formule :' f1g-splnitelna. Tento argument lze opet
rozsrit na mnoziny formul a tudz f0g-kompaktnost prmocare plyne z f1g-
kompaktnosti.
Uplna charakterizace mnozin K, pro ktere je produktova logika
K-kompaktn, nen znama. V nasledujc vete pouze ukazeme prklad uzavrene
mnoziny K takove, ze pro ni produktova logika nen K-kompaktn (narozdl
od  Lukasiewiczovy logiky; jeste poznamenejme, ze analogie dukazu vety 3.29
v produktove logice nefunguje, protoze funkce V' zde nejsou spojite). Pro
konstrukci teto mnoziny budeme potrebovat nasledujc technicke lemma o
nze denovane mnozine M
M = fi  1
j
j 2  j  ig ;
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dale oznacme 1
n
M = f 1
n
x j x 2Mg.
Lemma 3.35. System mnozin f 1
n
M j n 2 N1g ma nasledujc vlastnosti:
1.
T
n2F
1
n
M 6= ; pro kazdou konecnou F  N1 ,
2.
T
n2N1
1
n
M = ; .
Dukaz. 1. Necht' F je konecna podmnozina N1. Bez ujmy na obecnosti pred-
pokladejme, ze ma alespon dva prvky vets nez 1.
Ukazeme, ze prunik
T
n2F
1
n
M obsahuje prvek m  1
m
, kde m =
Q
i2F
i. Pro
kazde n 2 F je
m
n
=
Y
i2Fnfng
i
cele cslo vets nez 1. Tedy m
n
 2, m
n
 mn, a
mn  1m
n
2M :
coz je ekvivalentn
m  1
m
2 1
n
M :
2. Necht' x 2M . Potom existuj i; j  2 takova, ze x = i  1
j
2M . Potom
jx = ij   1 2 N, a tudz jx =2M a
x =2 1
j
M :
Veta 3.36. Existuje K uzavrena podmnozina intervalu [0; 1] takova, ze pro-
duktova logika nen K-kompaktn.
Dukaz. Vezmeme atomickou formuli p. Pro kazde n 2 N, denujeme formuli
'n:
'n = p! pn+1 :
a funkci fn : e(p) 7! e('n) Pro funkci fn plat:
fn(x) = (x) xn+1) =

xn pokud x > 0 ;
1 pokud x = 0 :
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Denujeme mnozinu
K = exp( M) [ f0g = fe z j z 2Mg [ f0g :
K je podmnozinou [0; 1] a je uzavrena, nebot' 0 je jej jediny hromadny bod.
Pouzitm lemmatu 3.35 ukazeme, ze mnozina T = f'n j n 2 N1g je konecne
K-splnitelna, ale ne K-splnitelna. Pro n 2 N je mnozina vzoru
f 1n (K) = f
 1
n (exp( M)) =
n
e  zn j z 2M
o
= exp

  1
n
M

:
Necht' F je konecna podmnozina N1 a S = f'n j n 2 Fg  T . Lemma 3.35
zarucuje existenci
z 2
\
n2F
1
n
M :
Pro ohodnocen e takove, ze e(p) = e z dostaneme
e(p) 2
\
n2F
f 1n (K) :
Pak e('n) = fn(e(p)) 2 K pro kazde n 2 F , tudz S je K-splnitelna. Protoze
to plat pro kazdou S  T , je T konecne K-splnitelna.
Sporem dokazeme, ze T nen K-splnitelna. Necht' e je takove ohodnocen,
ze e('n) 2 K pro kazde n 2 N1. Potom
e(p) 2
\
n2N
f 1n (K) ;
a e(p) 2 (0; 1). Coz lze vyjadrit jako e(p) = e z pro nejake z 2 (0;1) . Pak
ale dostaneme
z 2
\
n2N
1
n
M
coz je spor s druhou cast lemmatu 3.35.
Godelova logika
Nejprve zavedeme nasledujc trdy:
Denice 3.37.  FIN = fK  [0; 1] j K je konecnag,
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 C1 = fK 2 C j 1 2 Kg = fK  [0; 1] j 1 2 K a 0 =2 Kg,
 D = fK  [0; 1] j 9A  K(A je husta mnozina)g,
Pripomenme, ze mnozina je husta, pokud pro kazde dva prvky a; b 2 A
takove, ze a < b, existuje c 2 A takove, ze a < c < b. Pripomenme, ze
predpokladame, ze K neobsahuje soucasne 0 i 1. Necht' mnozina VAR je
libovolne mohutnosti a je indexovana ordinalnmi csly (od jedne), VARn =
fx1; x2; : : : xng a VAR' je mnozina promennych vyskytujcch se ve formuli
'. Pokud nen receno jinak, predpokladejme, ze VAR je nekonecna spocetna
mnozina.
Z technickych duvodu je treba pro kazde realne cslo r 2 [0; 1] zavest
pravdivostn konstantu r. Nebude treba mt tyto konstanty prmo v jazyce,
bude stacit prslusnym zpusobem modikovat denici ohodnocen a to tak,
ze e je funkce VAR [ fr j r 2 [0; 1]g ! [0; 1], takova, ze e(r) = r.
Denice 3.38. Necht' P = f0; p1; p2; : : : ; pn; 1g. Posloupnost dvojic
((0; <); (p1; <); (p2; <); : : : (pn; <); (1;=)) nazveme valuacnm P -prototypem
radu 0. Pokud je posloupnost S valuacnm P -prototypem radu l pak posloup-
nost S 0 je valuacnm P -prototypem radu l+1 prave tehdy, pokud S 0 dostaneme
z S pridanm dvojice (vl+1; ), kde  2 f<;=g na libovolnou pozici v posloup-
nosti S.
Pokud je S valuacnm P -prototypem, oznacme Si jeho i-ty clen, S
1
i prvn
prvek dvojice Si a S
2
i druhy prvek dvojice Si. jSj oznacme delku posloupnosti
S.
Denice 3.39. Necht' e je ohodnocen a S je valuacn P -prototyp. Rekneme,
ze ohodnocen e respektuje S, pokud pro kazde i < jSj plat e(S1i ) S2i e(S1i+1).
Mnozinu valuacnch P -prototypu radu n oznacme EP Pn .
Kazda mnozinaEP Pn je konecna,EP
P
0 je dokonce jednoprvkova, ztotoznme
proto znacen pro ni a pro jej prvek. Dale si vsimneme, ze pokud e respektuje
S, pro i  j plat e(S1i )  e(S1j ).
Lemma 3.40. Necht' ' je formule takova, ze VAR'  VARn a S 2 EP Pn .
Pak existuje index i takovy, ze pro kazde ohodnocen e respektujc S plat
e(') = e(S1i ).
Dukaz. Lemma dokazeme indukc podle slozitosti formule '.
Necht' v, v 2 VAR', je vyrokova promenna. Protoze VAR'  VARn,
existuje index i takovy, ze v = S1i .
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Necht' ' je tvaru  ^ . Z indukcnho predpokladu existuj indexy i a
j takove, ze pro kazde ohodnocen e respektujc S plat e( ) = e(S1i ) a
e() = e(S1j ).
Predpokladejme, ze i  j (pro j  i je dukaz analogicky). Pro kazde
ohodnocen e respektujc S plat e( ) = e(S1i ) a e() = e(S
1
j ). Protoze
i  j, je take e(S1i )  e(S1j ) a tudz e(') = e(S1i ).
Necht' ' =  ! . Indukcn predpoklad nam dava indexy i a j takove,
ze pro kazde ohodnocen e respektujc S plat e( ) = e(S1i ) a e() = e(S
1
j ).
Predpokladejme nejprve, ze i  j. Pak e(S1i )  e(S1j ) a tudz je e(') =
1 = e(SjSj) Nyn predpokladejme i > j. Pak mohou nastat dva prpady: Pro
kazdy index k takovy, ze j  k < i, plat, ze S2k je =. Protoze ohodnocen
e respektuje S plat e(S1i ) = e(S
1
j ) a tedy e(') = 1 = e(SjSj). V druhem
prpade existuje index k, j  k < i, takovy, ze S2k je <. Protoze ohodnocen
e respektuje S, plat e(S1i ) > e(S
1
j ) a tudz e(') = e(S
1
j ).
Dusledek 3.41. Necht' jsou p 2 P , S 2 EP Pn , e ohodnocen respektujc S,
a ' formule takova, ze VAR'  VARn.
1. Pokud e(') = p, pak pro kazde ohodnocen f respektujc S plat rovnost
f(') = p.
2. Pokud e(') < 1, pak pro kazde ohodnocen f respektujc S plat ne-
rovnost f(') < 1 .
3. Pokud e(') > 0, pak pro kazde ohodnocen f respektujc S plat ne-
rovnost f(') > 0 .
Platnost nasledujcho tvrzen je zrejma.
Tvrzen 3.42. Necht' je n 2 N a e je ohodnocen. Potom existuje S 2 EP Pn
tak, ze e respektuje S.
Nasledujc lemma je zasadn pro dukaz tret casti vety 3.47, v pod-
state rka, ze pro konecnou mnozinu vyrokovych promennych existuje pouze
konecne mnoho vzajemne neekvivalentnch formul sestavenych z techto pro-
mennych.
Lemma 3.43. Denujme mnozinu Formn = f' jVAR'  VARng a ekvi-
valenci ' na mnozine Formn nasledovne: polozme ' '  prave tehdy, kdyz
pro kazde ohodnocen e plat e(') = e( ). Pak rozklad mnoziny Formn podle
' je konecny.
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Dukaz. Necht' f je libovolne ohodnocen. Denujeme ekvivalenci 'f na mno-
zine Formn: ' 'f  prave tehdy, kdyz f(') = f( ). Podle predchozho
tvrzen existuje valuacn prototyp S 2 EPn tak, ze f respektuje S a pouzitm
lemmatu 3.40 dostaneme pro kazdou formuli ' index i' takovy, ze pro kazde
ohodnocen e respektujc S plat e(') = e(S1i').
Protoze posloupnost S je konecna a pro kazdou formuli ' plat f(') =
f(S1i') dostavame, ze rozklad Formn podle 'f je konecny.
Pokud obe ohodnocen e a f respektuj S, pak ocividne 'e = 'f .
K dokoncen dukazu si stac uvedomit, ze plat rovnost ' = Te 'e =T
S2EPn 'eS , kde eS je libovolne ohodnocen respektujc S. Protoze umme' vyjadrit jako konecny prunik trd ekvivalence, pro ktere je rozklad Formn
konecny, dukaz je hotov.
Lemma 3.44. Pro K 2 D [ FIN [C1 je Godelova logika K-kompaktn.
Dukaz. Pokud jeK 2 C1, dukaz plyne z lemmatu 3.34. Predpokladejme tedy,
ze 1 62 K. Oba prpady (K 2 D a K 2 FIN) ukazeme najednou. Nejprve
vsak denujeme mnoziny P a V .
1. Pokud K 2 D polozme V = A [ f0; 1g, kde A je otevrena husta
podmnozina A a P = f0; 1g.
2. Pokud K 2 FIN polozme V = [0; 1] a P = K [ f0; 1g.
V obou prpadech je V husta mnozina. Rekneme, ze ohodnocen e je V -
ohodnocenm pokud ohodnocuje vsechny vyrokove promenne prvky z mnoziny
V . Ze semantiky spojek okamzite plyne, ze pro kazde V -ohodnocen e a
kazdou formuli ' plat e(') 2 V .
Vezmeme nyn mnozinu formul T . Predpokladejme, ze mnozina promen-
nych vyskytujcch se ve formulch z T je nekonecna (v opacnem prpade
dukaz plyne z predchozho lemmatu). Ukazeme, ze bud' je T K-splnitelna
nebo existuje konecna podmnozina takova, ze nen K-splnitelna.
Denujeme T0 = ; a Ti = f' 2 T j Var'  VARig. Ocividne Ti  Ti+1 a
T =
S
i2N Ti
Zkonstruujeme konecny strom S. Vrcholy na i-te hladine jsou ohodnoceny
valuacnmi P -prototypy radu i, koren je ohodnocen EP P0 .
Pro kazdy vrchol n na i-te hladine ohodnoceny Sn pridame naslednka
H 2 EP Pi+1 zskaneho z Sn (ve smyslu denice 3.38) a ohodnotme jej H.
52
Z tohoto stromu S zkonstruuujeme (prorezanm) podstrom S 0 . Vrchol n
bude vrcholem stromu S 0 pokud existuje ohodnocen e respektujc Sn ktere
K-splnuje mnozinu Ti). Z Konigova lemmatu je takovyto strom S
0 konecny
nebo v nem existuje nekonecna vetev.
Pred dokoncenm dukazu dokazeme nasledujc pomocne lemma:
Fakt Pokud vrchol n stromu S nebyl urznut, pak kazde V -ohodnocen e
respektujc Sn K-splnuje Ti.
Dukaz faktu. Prpad 1.: Predpokladame, ze 1 =2 K. Dale predpokladame,
ze 0 =2 K (pokud 0 2 K, je dukaz analogicky). Pokud vrchol n stromu S
nebyl urznut, existuje ohodnocen e respektujc Sn, ktere je K-splnujcm
ohodnocenm Ti.
Protoze 0; 1 62 K, je pro kazdou formuli  z Ti 0 < e( ) < 1. Necht' f je
libovolne V -ohodnocen. Vme, ze f(Ti)  V  K [ f0; 1g, Dale z druhe a
tret casti lemmatu 3.41 vme, ze pokud f respektuje Sn, plat pro kazdou  
z Ti 0 < f( ) < 1, tudz f(Ti)  K.
Prpad 2.: Opet predpokladejme, ze e je V -ohodnocen respektujc Sn a
K-splnujc Ti. Tudz pro kazde ' 2 Ti existuje t' 2 P tak, ze e(') = t'.
Dle casti 1 dusledku 3.41 plat tato rovnost pro kazde ohodnocen, ktere
respektuje Sn.
[Dokoncen dukazu lemmatu 3.44.] Pokud strom S 0 obsahuje nekonecnou
vetev, zkonstruujeme V -ohodnocen e, ktere K-splnuje T . Protoze je V husta
mnozina, plat pro kazdy vrchol n0, ktery je naslednkem vrcholu n na i-te
hladine, a V -ohodnocen e respektujc Sn, ze existuje V -ohodnocen e
0 re-
spektujc Sn0 takove, ze pro j  i e(vj) = e0(vj). Toto pouzijeme pri postupne
konstrukci V -ohodnocen. Zacneme od prazdneho V -ohodnocen a postupne
pro kazdy uzel nekonecne vetve postupne dostavame hledana castecna V -
ohodnocen e0. Vysledne V -ohodnocen e respektuje Sn pro kazdy vrchol n
nekonecne vetve, tedy pro kazde i V -ohodnocen e K-splnuje Ti (viz. vyse
dokazany fakt). Tedy e K-splnuje T .
Nyn predpokladejme, ze S 0 je konecny strom hloubky i. Sporem dokazeme,
ze v tomto prpade nen Si K-splnitelna. Necht' tedy e je ohodnocen K-
splnujc Ti. Z tvrzen 3.42 ve stromu S existuje vrchol n na hladine i takovy,
ze e respektuje Sn. Ve stromu S
0 vezmeme list n0 takovy, ze ve stromu S
existuje cesta z n0 do n. Oznacme i0 hladinu, na ktere se n0 nachaz. Protoze
Ti0  Ti a e K-splnuje Ti, e K-splnuje i Ti0 . Ohodnocen e take respektuje Sn0 .
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Protoze je ale strom S ve vrcholu n0 urznut, zadne ohodnocen respektujc
Sn0 K-nesplnuje Ti0 , coz je spor.
Poznamka 3.45. V nasledujcm dukazu pouzijeme tzv. Fareyovy posloup-
nosti F (Fareyovy zlomky), jde o induktivne denovane konecne posloupnosti
racionalnch csel z intervalu [0; 1]. Denujeme F0 = (
0
1
; 1
1
), posloupnost Fn+1
zskame, tak ze mezi kazde dva po sobe jdouc prvky a
b
a a
0
b0 z posloupnosti Fn
vlozme prvek a+a
0
b+b0 . Napr. F1 = (
0
1
; 1
2
; 1
1
), F2 = (
0
1
; 1
3
; 1
2
; 2
3
; 1
1
). Delka posloup-
nosti Fn je 2
n + 1.
Lemma 3.46. Necht' K 62 C1 [ D [ FIN. Pak Godelova logika nen K-
kompaktn.
Dukaz. Denujme ternarn spojku sh(';  ; ) =  _ ( ! ')_ ( !  ). Pro
sh plat :
e(sh(';  ; )) =
(
e( ) pokud e(') < e( ) < e() ;
1 jinak :
Vezmeme soubor (va;b)a>0; b>1 navzajem ruznych promennych indexova-
nych prvky nektere Fareyovy posloupnosti (viz komentar 3.45, pricemz index
a odpovda citateli a b jmenovateli prvku): v0;1 = 0 a v1;1 = 1. Oznacme
V 1 = (v0;1; v1;2; v1;1), V
i+1 vznikne z V i pridanm prvku tvaru va+a0;b+b0 mezi
kazde dva po sobe jdouc prvky va;b and va0;b0 .
Denujeme mnozinu formul T 1 = fsh(v0;1; v1;2; v1;1)g a pro kazde i den-
ujeme T i+1 = fsh(va;b; va+a0;b+b0 ; va0;b0) j va0;b0 je naslednkem va;b ve V ig :
Nakonec polozme T =
S
i T
i.
Kazda z mnozin T i pro i 2 N1 je K-splnitelna prave tehdy, kdyz existuje
ohodnocen e prirazujc prvkum V i hodnoty tvorc ostre rostouc posloup-
nost v K (pripomenme, ze z podmnky K 62 C1 plyne, ze 1 62 K). To same
plat i pro
S
ji T
j.
Protoze K nen konecna, obsahuje konecne retezce libovolne delky a tudz
kazda konecna podmnozina mnoziny T je K-splnitelna.
Predpokladejme, ze T je K-splnitelna, tedy ze existuje ohodnocen e
takove, ze pro kazde i tvor hodnoty promennych V i ostre rostouc posloup-
nost v K. Je zrejme, z konstrukce mnozin Ti a semantiky spojky sh, ze
hodnoty vsech prvku
S
i V
i tvor hustou podmnozinu K. To je ale ve sporu
s predpokladem, ze K =2 D.
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Na zaver zformujeme vetu, ktera shrnuje dosazene vysledky o Gode-
love logice a zaroven pridava vysledky pro konecne a nespocetne mnoziny
vyrokovych promennych.
Veta 3.47. Necht' K  [0; 1] a K neobsahuje zaroven 0 a 1.
1. Pro nekonecnou spocetnou mnozinu VAR: Godelova logika je K-kom-
paktn prave tehdy, kdyz K 2 FIN [C1 [D.
2. Pro konecnou mnozinu VAR : Godelova logika je K-kompaktn pro li-
bovolnou konecnou mnozinu K.
3. Pro nespocetnou mnozinu VAR: Godelova logika je K-kompaktn prave
tehdy, kdyz K = f0g nebo K 2 C1.
Dukaz. Prvn cast plyne z predchozch dvou lemmat (3.44 a 3.46). Druha
cast plyne z lemmatu 3.43.
Implikace zprava do leva v tret casti plyne lemmatu 3.34. Predpokladejme
nyn, ze K nen typu C1 ani K 6= f0g. Existuje tedy prvek k 2 K, 0 < k < 1
Protoze je VAR nespocetna, obsahuje vlastn spocetnou mnozinu promen-
nych VAR0 mohutnosti !1. Ocslujme promenne z mnoziny VAR0 ordinalnmi
csly  < !1. Vezmeme promennou k 62 VAR0 a denujme mnozinu formul
T = f(v ! v)_k j  <  < !1g. Nahledneme, ze e((v ! v)_k) = 1 prave
tehdy, kdyz e(v)  e(v) nebo e(k) = 1. Necht' T0  T je konecna mnozina,
denujme ohodnocen e(k) = k a e(k)  e(v) > e(v) pro kazde v; v ktere
se objevuj ve formulch teorie T0, takove ohodnocen urcite existuje protoze
e(k) > 0. Predpokladejme, ze T je K-splnitelna ohodnocenm e. Pak pro
kazde  <  plat e(v) > e(v) a tedy e(VAR
0) je ostre rostouc retezec
delky !1, coz vzhledem k tomu, ze e(VAR
0)  [0; 1] nen mozne.
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Kapitola 4
Kompaktnost v modalnch
logikach
Druhym typem neklasickych logik, kterymi se v tomto textu budeme zabyvat,
jsou modaln (vyrokove) logiky. Stejne jako ve fuzzy logikach, kde tri zakladn
fuzzy logiky vznikly jako axiomaticka rozsren logiky BL, budeme zde praco-
vat s logikami rozsirujcmi logiku K, temto logikam se rka normaln modaln
logiky. V sekci o semantice pak uvidme, ze K je nejslabs mozny system pro
praci s relacnmi strukturami pro modaln logiku - tzv. kripkovskymi ramci.
Tvrzen, ktera v teto kapitole pouze vyslovme bez dukazu, jsou prevzata z
knihy [2].
4.1 Syntax
Denice 4.1. Modaln vyrokovy jazyk je dan mnozinou vyrokovych promennych
Var, konstantou pro spor ?, binarnmi vyrokovymi spojkami :;!;^;_ a
unarnm modalnm operatorem .
Poznamka 4.2. Druhy modaln operator } je pomoc operatoru  deno-
vatelny, formuli }' muzeme chapat jako zkratku za formuli ::'.
Denice formule modaln logiky je analogicka klasicke denici, jedna se
samozrejme o specialn prpad obecne denice z kapitoly 2.
Denice 4.3. Mnozina vsech modalnch vyrokovych formul (dale jen for-
mul) je nejmens mnozina splnujc nasledujc podmnky:
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 kazdy vyrokovy atom je formule, konstanta ? je formule,
 jestlize ' je formule, pak :' a ' jsou formule,
 jestlize ' a  jsou formule, pak ('^ ), ('_ ) a ('!  ) jsou formule.
Mnozinu vsech modalnch vyrokovych formul budeme znacit Fm.
Pro kazdou normaln modaln logiku denujeme dve ruzne relace dusledku,
globaln a lokaln.
Denice 4.4. Globaln relace dusledku pro modaln logiku K ma axiomaticky
system s axiomy:
 teoremy klasicke vyrokove logiky,
 K: ('!  )! ('!  ),
a dedukcnmi pravidly:
 modus ponens
 necesitace: z formule ' odvozuje formuli '.
Lokaln relace dusledku pro modaln logiku K ma axiomaticky system,
jehoz axiomy jsou vsechny teoremy globaln relace dusledku pro modaln logiku
K a dedukcnm pravidlem je modus ponens.
Poznamka 4.5. Vsimneme si, ze globaln i lokaln verze relace dusledku pro
logiku K maj stejne teoremy.
Alternativn axiomatizace lokaln relace dusledku pro modaln logiku K by
mohla obsahovat pouze axiomy globaln relace dusledku pro modaln logiku K
a byt uzavrena na pravidlo necesitace, tj. s kazdym axiomem ' obsahovat i
axiom '.
Normaln modaln logiky jsou axiomaticka rozsren logiky K, musme
opet rozlisit globaln a lokaln verzi.
Denice 4.6. Globaln relace dusledku pro normaln modaln logiku L je
axiomatizovana pridanm axiomu k axiomatickemu systemu globaln relace
dusledku pro modaln logiku K. Lokaln relace dusledku pro modaln logiku L
ma axiomaticky system, jehoz axiomy jsou vsechny teoremy globaln relace
dusledku pro modaln logiku L a dedukcn pravidlo je modus ponens.
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Ackoliv globaln relace dusledku maj prirozenejs axiomaticky system, z
historickych duvodu a z hlediska semantiky jsou vce pouzvany lokaln verze.
Pro jednoduchost budeme msto lokaln relace dusledku pro modaln logiku
L rkat pouze modaln logika L a s globalnmi logikami nebudeme pracovat
vubec. Mezi nejznamejs pridavane axiomy patr nasledujc schemata:
(T) '! ',
(4) '! ',
(B) '! }',
(D) '! }',
(5) }'! }',
(Lobuv axiom) ('! ')! '.
Nyn uvedeme seznam nekolika casto pouzvanych normalnch modalnch
logik:
logika T je rozsrenm K o axiom T,
logika K4 je rozsrenm K o axiom 4,
logika S4 je rozsrenm K o axiomy T a 4,
logika S5 je rozsrenm K o axiomy T,4 a 5 (ekvivalentne take T, 4 a B),
logika GL je rozsrenm K o Lobuv axiom a axiom 4.
Veta 4.7. Kazda normaln modaln logika je nitarn a kompaktn.
Dukaz. Finitarita plyne prmo z denice axiomatik jednotlivych normalnch
modalnch logik. K dukazu kompaktnosti stac dle vety 2.14 existence konecne
sporne teorie. Takovou je naprklad teorie f?g.
V normalnch modalnch logikach plat veta o dedukci ve stejnem tvaru
jako pro logiku klasickou (vsimneme si, ze pro globaln relaci dusledku tato
veta neplat, protoze z ' ` ' by plynulo ` '! ', coz se da semanticky
snadno vyvratit).
Veta 4.8. Necht' L je normaln modaln logika, T je mnozina formul a ';  
jsou formule. Pak T; ' `L  prave tehdy, kdyz T `L '!  .
4.2 Semantika
Denice 4.9. Kripkovsky ramec je dvojice hW;Ri, kde W je neprazdna
mnozina a R  W 2 je tzv. relace dosazitelnosti.
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Poznamka 4.10. Pro prvky mnoziny W se pouzvaj ruzne nazvy - (mozne)
svety, stavy, situace, vrcholy apod.
Denice 4.11. Kripkovsky model M je trojice hW;R; V i, kde hW;Ri je
kripkovsky ramec a V (valuace) je funkce V : Var! P(W ).
Denice 4.12. Necht' M je kripkovsky model, w 2 W . Platnost formule ' ve
svete w modeluM (znacme M; w  ')je induktivne denovana nasledovne:
 pro p 2 Var: M; w  p prave tehdy, kdyz p 2 V (p)
 M; w ? nikdy
 M; w  :' prave tehdy, kdyz neplat M; w  '
 M; w  ' ^  prave tehdy, kdyz M; w  ' a zaroven M; w   
 M; w  ' _  prave tehdy, kdyz M; w  ' nebo M; w   
 M; w  ' !  prave tehdy, kdyz neplat M; w  ' nebo plat
M; w   
 M; w  ' prave tehdy, kdyz pro kazde w0 2 W takove, ze wRw0 plat
M; w0  '
 M; w  }' prave tehdy, kdyz existuje w0 2 W takove, ze wRw0 tak,
ze plat M; w0  '.
Denice 4.13. Necht' K = hW;Ri je kripkovsky ramec. Rekneme, ze formule
' je tautologie v K, pokud pro kazdy kripkovsky model hW;R; V i a pro kazdy
svet w plat w  '.
Denice 4.14. Necht' L je normaln modaln logika. Rekneme, ze kripkovsky
ramec K je ramec pro logiku L, pokud je kazdy teorem logiky L tautologi v
ramci K.
Lemma 4.15. Kazdy kripkovsky ramec je ramec pro logiku K.
Dukaz. Necht' K je libovolny ramec, M libovolny kripkovsky model nad K,
w 2 W libovolny mozny svet.
Overme platnost schematu K ve w. Pokud w 6 (p! q), K ve w plat.
Pokud w  (p ! q), sporem ukazeme, ze pak i w  p ! q. Necht'
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tedy w 6 p ! q, tedy w  p a w 6 q. Nejprve predpokladejme,
ze neexistuje w
0
, takove, ze wRw
0
, pak ovsem z denice 4.12 mus ve w
platit (bez ohledu na to, zda ve w  q nebo w 6 q) q, coz je ve sporu
s predpokladem w 6 q). Nyn predpokladejme, ze existuje w0 , takove, ze
wRw
0
. Aby w  p a w 6 q, mus existovat svet w00 takovy, ze wRw00 a
plat w
00  p a zaroven w00 6 q, tedy w00 6 p ! q . To je ovsem ve sporu s
w  (p ! q). Platnost vsech vyrokovych tautologi a uzavrenost mnoziny
formul platnych v ramci na modus ponens je zrejma.
Trda ramcu pro logiku je casto popsana pomoc vlastnosti relace. Prkladem
jsou nasledujc logiky.
Veta 4.16.
logika L hW;Ri je ramec pro logiku L prave tehdy, kdyz
T R je reexivn relace,
S4 R je reexivn a tranzitivn relace,
S5 R je relace ekvivalence,
GL R je obracene fundovana tranzitivn relace
Denujeme obecnou modaln semantiku:
Denice 4.17. Pro kazdou normaln modaln logiku L a libovolnou neprazdnou
trdu ramcu K pro logiku L denujeme semantiku
SK = hf(hW;R; V i; w) j hW;Ri 2 K a w 2 Wg; j=i;
kde relace j= je denovana jako (hW;R; V i; w) j= ', pokud w  '.
Pokud K je trda vsech ramcu pro logiku L, rkame ze SK je lokaln
semantika pro logiku L.
Jelikoz semantika je zcela urcena trdou ramcu, budeme tyto dva po-
jmy volne zamenovat, napr. budeme hovorit o uplnosti vuci trde ramcu K
msto o uplnosti vuci semantice SK. Vsimneme si, ze protoze je K neprazdna
mnozina, je semantika SK vzdy normaln.
Ukazeme, ze normaln logiky a semantiky splnuj podmnky dusledku 2.34.
Lemma 4.18. Necht' L je normaln modaln logika a S jedna z vyse deno-
vanych semantik. S je normaln semantika a pro kazdou konecnou teorii T
a formule ' a  plat:
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 T; ' `L  prave tehdy, kdyz T `L '!  ,
 T; ' j=S  prave tehdy, kdyz T j=S '!  .
Dale take plat:
 `L ? ! ',
 `L (('! ?)! ?)! ',
 j=S (('! ?)! ?)! '.
Dukaz. Syntakticka verze vety o dedukci byla obsahem minule casti, dukaz
semanticke verze je velmi jednoduchy. Dokazatelnost formul ? ! ' a (('!
?)! ?)! ' je zrejma. Zbytek dukazu plyne z lemmatu 4.15.
Dusledek 4.19. Necht' L je normaln modaln logika a S jedna z vyse de-
novanych semantik.
1. L je modelove uplna vuci S.
2. L je deduktivne uplna vuci S.
3. L je konecne silne deduktivne uplna vuci S.
4. L je konecne silne modelove uplna vuci S.
Denice 4.20. Normaln modaln logika je kripkovsky uplna, pokud je mo-
delove uplna vuci trde vsech svych ramcu.
Predchoz dusledek ukazuje, ze tento pojem je ekvivalentn se tremi dalsmi
zmnenymi vyse. Pro bezne modaln logiky plat:
Veta 4.21. Logiky T , S4, S5 a GL jsou kripkovsky uplne.
Dusledek 4.22. Necht' L je modelove uplna modaln logika a S jedna z vyse
denovanych semantik. Pak nasledujc podmnky jsou ekvivalentn:
1. L je silne deduktivne uplna vuci S,
2. L je silne modelove uplna vuci S,
3. S je kompaktn,
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4. S je nitarn.
Denice 4.23. Logikam splnujcm vyse zmnene ekvivalentn podmnky pro
trdu vsech svych ramcu se rka kompaktn nebo modalne-semanticky kom-
paktn logiky.
Predchoz dusledek ukazuje mozne zduvodnen prave denovane termi-
nologie, ackoliv tato vlastnost je bezne denovana jako silna modelova uplnost,
viz. [4]. Dukaz nasledujcho lemmatu je trivialn.
Lemma 4.24. Logika, ktera nen modalne-semanticky kompaktn, nen silne
deduktivne uplna vuci SK pro jakoukoliv trdou ramcu K pro tuto logiku.
Nasleduj veta ukazuje, ze logika K je silne deduktivne/modalne uplna
vuci trde vsech kripkovskych ramcu (je tedy modalne-semanticky kompakn).
Ovsem vuci trde konecnych kripkovskych ramcu je pouze konecne silne de-
duktivne/modalne uplna. Na vyvracen jej silne deduktivn/modaln uplnosti
pouzijeme dusledek 4.22, ukazeme totiz, ze semantika konecnych ramcu nen
kompaktn.
Veta 4.25.
 Modaln logika K je silne deduktivne uplna vuci trde kripkovskych
ramcu.
 Modaln logika K je konecne silne deduktivne uplna vuci trde konecnych
kripkovskych ramcu.
 Modaln logika K nen silne deduktivne uplna vuci trde konecnych krip-
kovskych ramcu.
Dukaz. Prvn dve tvrzen jsou dobre znama, viz. napr. [2]. Pro dukaz tretho
tvrzen ukazeme, ze tato semantika nen kompaktn. Denujme p1 = p a
p 1 = :p. Pro kazde x = (xi)in 2 f 1; 1gn denujme 'xn =
V
in p
xi
i , kde pi
jsou vyrokove promenne. Zaxujme kripkovsky ramec hW;R; V i a vsimneme
si, ze pro kazde n a pro kazdy svet existuje x 2 f 1; 1gn tak, ze w  'xn a
pokud take w  'yn pro nejake y 2 f 1; 1gn pak x = y. Denujme formuli
'n =
V
x2f 1;1gn }'xn. Proto ovsem take w  'n implikuje existenci aspon 2n
ruznych svetu dosazitelnych z w.
Denujme teorii T = f'n j n 2 Ng. Tato teorie nen v semantice konecne
lokalnch ramcu splnitelna (ve splnujcm svete by muselo pro kazde n ex-
istovat aspon 2n ruznych dosazitelnych svetu, coz vzhledem ke konecnosti
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uvazovaneho ramce nen mozne). Ukazeme-li, ze pro kazde k 2 N je formule
'k splnitelna, pak je splnitelna i teorie Tk = f'n j n  kg a dukaz hotov.
Denujme kripkovsky model hW;R; V i, kde W = f 1; 1gk, R =W W
a V (vi) = f(xi)ik j xi = 1g. Vsimneme si, ze z  'xk a protoze kazdy svet je
dosazitelny z kazdeho sveta, mame x  'k pro kazdy svet x 2 W .
Nasledujc veta ukazuje, ze logika GL je vuci trde vsech svych ramcu
pouze konecne silne deduktivne/modalne uplna (logikaGL tedy nen modalne-
semanticky kompaktn). Jako v predchozm prpade pouzijeme
dusledek 4.22 na vyvracen silne deduktivn/modaln uplnosti, ukazeme totiz,
ze semantika konecnych ramcu nen kompaktn.
Veta 4.26.
 Modaln logika GL je konecne silne deduktivne uplna vuci trde vsech
svych ramcu.
 Modaln logika GL nen silne deduktivne uplna vuci trde vsech svych
ramcu (nen tedy modalne-semanticky kompaktn).
Dukaz. Prvn tvrzen je opet dobre zname, viz. napr. [2]. Pro dukaz druheho
tvrzen denujme mnozinu T = f}q1g \ f(qi ! }qi+1) j i 2 Ng. Zaxujme
k a denujeme kripkovsky model hW;R; V i, v jehoz nekterem jeho svete bude
platna teorie f}q1g \ f(qi ! qi+1) j i  kg. Denujeme W = f0; 1; : : : ng,
R = f(i; j) j i  jg a V (qi) = fig. Jelikoz relace R je tranzitivn a neexistuje
nekonecna rostouc posloupnost, je hW;Ri ramec pro logiku GL. Ocividne
0  }q1. Ukazme, ze 0  (qi ! }qi+1) pro kazde i  k: pro j 6= i ocividne
j  qi ! }qi+1 (protoze j 6 qi), a take i  qi ! }qi+1 (protoze i  }qi+1).
Nyn predpokladejme, ze v modelu hW;R; V i a svete w je splnena teorie
T . Necht' w1 je svet dosazitelny ze sveta w, kde w1  q1 (ten existuje, protoze
w  }q1). Proto ale take w1  q1 ! }q2 (protoze w  (q1 ! }q2) a
hw;w1i 2 R) a protoze w1  q1, mus existovat svet w2 takovy, ze w2 
q2 a hw1; w2i 2 R. Z tranzitivity ale dostaneme take hw;w2i 2 R. Proto
z w  (q2 ! }q3) dostaneme existenci sveta w3 takoveho, ze w3  q3
a hw2; w3i 2 R. Takto muzeme pokracovat dale a dostaneme nekonecnou
rostouc (v R) posloupnost svetu a proto hW;Ri nemuze byt ramec pro logiku
GL.
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Zaver
Prace predstavuje systematicke studium pojmu kompaktnosti ve vyrokovych
logikach, od detailnho rozboru pojmu kompaktnosti v klasicke vyrokove
logice pres studium v obecnem prostred logickych systemu az k formu-
laci kompaktnosti pro nektere neklasicke logiky. Presto, ze prace neobsahuje
dukazy zcela novych tvrzen, predstavuje uceleny a pomerne detailn prstup
k tomuto tematu. Mnohe denice, tvrzen a jejich dukazy musely byt modi-
kovany tak, aby zapadly do obecneho ramce prace.
Zameren se na studium kompaktnosti ve fuzzy a modalnch logikach bylo
obsahem zadan prace. Omezili jsme se zde pouze na zkouman nejbeznejsch
a zakladnch systemu - ve fuzzy logikach na zakladn logiku BL a jej tri
rozsren a pro modaln logiky na bezne pouzvane normaln modaln logiky
a to tak, aby bylo mozno nazorne demonstrovat ruznost a vzajemne vztahy
obecnych pojmu zavedenych v obecne casti. Prace muze byt zakladem pro
dals zkouman v jinych neklasickych systemech. Dalsm zobecnenm by bylo
studium pro prvoradove logiky a to jak klasickou, tak neklasicke.
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